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Аннотация 
Введение. Решается задача оптимального управления со стороны двух противоборствующих игроков, где 
оптимальность управления понимается в минимаксном смысле получения наилучшего гарантированного 
результата, а управление строится с расчетом на наихудший случай, допускаемый данными измерений. Метод. 
Используется схема сведения задачи теории дифференциальных игр к синтезу оптимального управления 
посредством абстрактного принципа максимума с применением аппарата соответствующих множителей 
Лагранжа. Основные результаты. Представлена процедура сведения абстрактного принципа максимума 
применительно к максиминной задаче теории дифференциальных игр для беллмановской интерпретации в 
терминах динамического программирования. Показано, как из абстрактного принципа следует выполнение 
основных положений оптимизационного метода Беллмана в случае исследуемой задачи дифференциальных 
игр. Обсуждение. Разработанная методика поиска условий оптимальности в антагонистической теории 
дифференциальных игр с помощью привлечения математического аппарата абстрактного принципа максимума 
может быть использована при расчете и проектировании нелинейных управляемых динамических систем с 
внутренними противоположными интересами. 
Ключевые слова 
динамическая система, функционал качества, множители Лагранжа, абстрактный принцип максимума, 
дифференциальная игра, оптимальная стратегия
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Abstract
The problem of optimal control involving two opposing players is considered where optimality is understood in the 
minimax sense of achieving the best guaranteed outcome, and the control strategy is constructed with respect to the 
worst case admissible under the available measurements. The differential game problem is reduced to an optimal control 
synthesis problem by means of an abstract maximum principle using the method of Lagrange multipliers. A procedure 
is presented for applying the abstract maximum principle to the maximin formulation of the differential game problem 
within the Bellman framework in terms of dynamic programming. It is shown how the abstract maximum principle 
leads to the fundamental relations of Bellman’s optimization method for the differential game under consideration. 
The developed methodology for deriving optimality conditions in an antagonistic differential game using the abstract 
maximum principle can be applied to the analysis and design of nonlinear controlled dynamical systems with internally 
conflicting objectives.
Keywords
dynamic system, functional properties, Lagrange multipliers, maximum principle, differential game, optimal strategy
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Введение

Работа посвящена игровым задачам управления 
применительно к нелинейным динамическим систе-
мам, которые описываются обыкновенными диффе-
ренциальными уравнениями. В теории дифференци-
альных игр (ДИ) рассматриваются антагонистические 
(конфликтные) ситуации, которые ей свойственны. 
Подразумеваются характерные ситуации, которые со-
провождают поведение управляемых систем с противо-
положными интересами. При этом в качестве основного 
уравнения теории ДИ (уравнения Айзекса–Беллмана) 
выступает уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана 
в терминах его минимаксного решения [1–6] с уче-
том таких условий, чтобы это решение существовало 
и было единственным. Известно о связи уравнений 
Гамильтона–Якоби с экстремальными задачами, что 
позволяет рассчитывать на положительное решение 
вопроса о записи основного уравнения ДИ в терми-
нах абстрактного принципа максимума. Полученные в 
настоящей работе результаты могут быть полезны для 
построения кусочно-гладкой функции платы (цены) 
ДИ. Результаты соответствуют работам [2, 4, 7, 8] и 
близки к [9–12]. Рассматривается антагонистическая 
дифференциальная игра с ограниченной продолжи-
тельностью (некоторая динамическая система), которая 
представляет собой совокупность из двух управляемых 
объектов в виде движений двух противостоящих друг 
другу сторон (игроков) А и В. 

Стратегия игрока А определяется уравнением

	 ẋ = f(1)(t, x(t), u(t)),

где t ∈ [t0, t1] — время; t0 и t1 — начальный и конечный 
моменты времени, заданные изначально; x(t) ∈ ℝn1 
и u(t) — измеряемый фазовый вектор (состояния) и 
управляющее воздействие игрока А; f(1) — заданная 
вектор-функция динамики первого игрока.

Стратегия противодействующего игрока В описы-
вается уравнением

	 ẏ = f(2)(t, y(t), v(t)),

где y(t) ∈ ℝn2 и v(t) — измеряемый фазовый вектор и 
управляющее воздействие игрока В; f(2) — заданная 

вектор-функция динамики второго игрока. В дальней-
шем предполагается, что управления u(t) и v(t) форми-
руются по принципу обратной связи.

Объединим векторы x и y в один n-мерный фазовый 
вектор z(t) ∈ ℝn (n = n1 + n2): z = (x, y)*, где * — знак 
транспонирования. Представим систему написанных 
уравнений одним уравнением

	 ż = f(t, z, u, v), z(t0) = z0,	 (1)

где

	 f(t, z, u, v) = �f(1)(t, x, u(t, z(t)))
f(2)(t, y, v(t, z(t)))

�.	

Предполагается, что игроки в каждый момент вре-
мени t обладают полной информацией о текущем по-
ложении (позиции) (t, z(t)).

Допустим, что кусочно-непрерывные управления 
u(t) и v(t) удовлетворяют ограничениям: u(t) ∈ P ⊂ ℝn1,  
v(t) ∈ Q ⊂ ℝn2 при t ∈ [t0, t1], где P, Q — некоторые 
заданные ограниченные замкнутые множества допу-
стимых значений.

Полагаем, что вектор-функция

	 f: [t0, t1]×ℝn×P×Q → ℝn	

удовлетворяет условиям, обеспечивающим существова-
ние, единственность и продолжимость решений:
1)	 функция f(t, z, u, v) непрерывна;
2)	 в любой ограниченной области D, D ⊂ [t0, t1]×ℝn, 

выполнено условие Липшица по переменной z:

	 ||f(t, z(1), u, v) – f(t, z(2), u, v)|| ≤ σ(D)||z(1) – z(2)||,	

где (t, z(i)) ∈ D, i = 1, 2, (u, v) ∈ P×Q;
3) ∀(t, z, u, v) ∈ [t0, t1]×ℝn×P×Q имеет место оценка

	 	||f(t, z, u, v)|| ≤ δ(1 + ||z||), δ – const.

Пусть задана некоторая начальная точка (t0, z0) ∈  
∈ [t0, t1]×ℝn, а u(t), v(t) — измеримые функции. При 
выполнении условий 1–3 решение z(t), где t ∈ [t0, t1],  
z(t0) = z0, существует и единственно, а условие 3 
может рассматриваться как условие равномерной 
продолжимости решений. Кроме исполнения усло-
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вий 1–3, потребуем выполнения так называемого 
условия существования седловой точки: 

4)	 ∀(t, z) ∈ [t0, t1]×ℝn и ∀s ∈ ℝn, имеет место равенство

	 min
u∈P

 max
v∈Q

(s, f(t, z, u, v)) = max
v∈Q

 min
u∈P

(s, f(t, z, u, v)), 	(2)

где (s(·), f(·)) — скалярное произведение векторов 
s(·) и f(·).
Управляемым процессом назовем тройку функций 

(z(·), u(·), v(·)): [t0, t1] → ℝn×P×Q связанных уравнени-
ем (1). Оценим качество управляемого процесса функ-
ционалом
	 J[z(·), u(·), v(·)] = φ0[z(t0), z(t1)] +

	 + ∫
t1

t0
 φ[t, z(t), u(t), v(t)]dt,	 (3)

с заданным начальным состоянием (иначе, начальной 
позицией): z(t0) = z0, (t0, z0) ∈ [t0, t1]×ℝn. Функционал 
(3) принято называть интегрально-терминальным 
функционалом платы. Функции φ0, φ вместе со своими 
производными считаются заданными и непрерывными 
по всем аргументам.

 Некоторые сведения  
из теории дифференциальных игр

	В работах [1, 2, 4, 7] было введено и проанализиро-
вано понятие обобщенного минимаксного решения ос-
новного уравнения ДИ — уравнения Айзекса–Беллмана 
и показано, что это решение совпадает с функцией цены 
ДИ. В ДИ при наличии конфликтной ситуации, где дей-
ствуют два противоборствующих игрока А и В, первый 
из них, выбирая управление u(t), использует его, чтобы 
минимизировать значение функционала J (3). Второй 
игрок, наоборот, стремится максимизировать значе-
ние функционала J с помощью своего управления v(t). 
Игроки А и В располагают информацией о текущем 
состоянии всей системы z(·). Однако каждый из них не 
знает, какое именно управление будет выбрано проти-
воположной стороной конфликта.

ДИ представляется совокупностью «двух взаимно 
дополняющих задач управления с гарантированным 
результатом» [2]. И далее: «Показатели качества пози-
ционных стратегий в этих задачах противоположны, но 
оптимальные гарантированные результаты совпадают, 
их общее значение называется ценой дифференциаль-
ной игры» [2].

Антагонистическая игра в теории ДИ определяется 
тройкой (P, Q, ψ), где P — множество стратегий пер-
вого игрока; Q — множество стратегий второго игрока, 
ψ: P×Q → ℝ — функция платы (в рассматриваемом 
случае это функционал платы). В данном случае пер-
вый игрок стремится минимизировать плату, а второй 
игрок — ее максимизировать. Другими словами, пер-
вый (второй) игрок минимизирует (максимизирует) 
значение целевого функционала.

Отметим, что величина

	 ω = inf
u∈P

 sup
v∈Q

 ψ(u, v) = sup
v∈Q

  inf
u∈P

 ψ(u, v)

по определению это цена антагонистической игры. 
Пусть ∀(t, z) ∈ G и s ∈ ℝn, где G = [t0, t1]×ℝn, имеет 
место для системы (1) равенство (2), значение которого 
обозначим через H(t, z, s). Величина H(t, z, s) называет-
ся гамильтонианом управляемой системы (1).

Согласно результатам работы [2] существует един-
ственная функция цены ω(t, z) рассматриваемой ДИ, а 
в каждой точке (t, z) ∈ G, в которой функция цены ω: 
G → ℝ дифференцируема, она удовлетворяет основно-
му уравнению Айзекса–Беллмана теории ДИ:

	
∂ω
∂t
 + H(t, z, zω) = 0, ω(t1, z) = φ0(z),	 (4)

с гамильтонианом H вида (2):

	 H(t, z, s) = min
u∈P

 max
v∈Q

(s, f(t, z, u, v)) =

	 = max
v∈Q

 min
u∈P

(s, f(t, z, u, v)),

где z ∈ ℝn, zω = (∂ω/∂zi), i = 1, n — градиент функции 
ω по переменной z; φ0: ℝn → ℝ — краевая функция. 
С учетом того, что функции H и φ0 непрерывно диф-
ференцируемы дважды, имеем каноническую систему 
дифференциальных уравнений:

	 ż = sH(t, z, ℝ), ṡ = – zH(t, z, s).

Важно отметить, что в точках своей дифференци-
руемости функция цены ω(t, z) данной ДИ совпадает с 
минимаксным решением основного уравнения (4), т. е. 
однородного уравнения Гамильтона–Якоби.

ДИ с интегрально-терминальным функционалом 
платы (3) отвечает неоднородное уравнение Гамиль
тона–Якоби со своей функцией цены, совпадающей 
с минимаксным решением этого уравнения. Возьмем 
объединенную функцию

	 h(t, z, u, v) = (f(t, z, u, v), φ(t, z, u, v)),

где h: [t0, t1]×ℝn×P×Q → ℝn × ℝ удовлетворяет услови-
ям 1–3 и равенству

	 min
u∈P

 max
v∈Q

[(s, f(t, z, u, v)) + φ(t, z, u, v)] = 

	 = max
v∈Q

 min
u∈P

[(s, f(t, z, u, v)) + φ(t, z, u, v)]
	 (5)

для ∀(t, z) ∈ [t0, t1]×ℝn, s ∈ ℝn, где ДИ определяется 
как объединение минимаксной и максиминной задач 
управления с гарантированным результатом.

Заметим, что функция цены ω: [t0, t1]×ℝn → ℝ яв-
ляется минимаксным решением задачи Коши (4) для 
неоднородного уравнения Гамильтона–Якоби с гамиль-
тонианом

	 H(t, z, s) = min
u∈P

 max
v∈Q

[(s, f(t, z, u, v)) + φ(t, z, u, v)],	(6)

который удовлетворяет условиям 1–4 и равенству (5). 
Для ДИ с H(t, z, s) (6) можно построить цену ω(t0, z0) 
и пару оптимальных стратегий (u0, v0), образующих 
седловую точку.
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 Абстрактный оптимальный анализ

	Рассмотрим основы абстрактного метода в задаче на 
экстремум с дополнительными ограничениями [9, 10]. 
В настоящей работе используем абстрактный прин-
цип максимума в теории антагонистических ДИ с уче-
том применения принципа оптимальности Беллмана. 
Основное преимущество абстрактного метода по 
сравнению с другими методами оптимизации заклю-
чается в единой схеме вывода условий оптимальности 
для различных задач, в том числе задач оптимального 
управления. Единообразие схемы вывода достигается 
при применении мощного аппарата функционального 
анализа, где условие оптимальности получено для задач 
общего вида:

	 J[x(·), u(·)]: J(x, u) → min, F[x(·), u(·)] = 0,	

где u(·) — управление, которое удовлетворяет некото-
рым ограничениям F ∈ ℝk; (x, u) — элементы линейных 
нормированных пространств.

Изучим задачу минимизации скалярного функцио-
нала J на множестве:

	 J(w) → min, w ∈ D = {w ∈ W: F(w) = 0},	 (7)

где w = (x, u), x — состояние, u — управление, 
x ∈ θ ⊂ X, θ — открытое подмножество банахова про-
странства X, u ∈ U — метрическое допустимое про-
странство, образующие расширенное пространство 
W = θ×U. Пары w = (x, u) ∈ W назовем процессами, а 
пары, удовлетворяющие уравнению F(w) = 0 — допу-
стимыми процессами.

В соотношении (7) уравнение F(w) = 0 — векторное, 
F(w) ∈ Y = {y} = ℝk, Y — векторное пространство, а в 
общем случае Y — произвольное банахово простран-
ство. Будем считать, что функции F(x, u), J(x, u) доста-
точно гладкие по x.

Введем вещественную функцию Лагранжа или ла-
гранжиан задачи (7) в виде

	 L(w) = l*F(w) + λ0J(w),	 (8)

где w ∈ W; l* ∈ Y*; λ0 ∈ ℝ — параметры. Здесь l* — 
линейный ограниченный функционал на простран-
стве Y. Параметры l* и λ0 называются множителя-
ми Лагранжа, а допустимым набором множителей 
Лагранжа — такие l* и λ0, для которых λ0 ≥ 0, λ0 + 
+ ||l*|| ≠ 0	.

Пусть w0 ∈ W — некоторый заданный процесс, 
причем функции F(w) и J(w) из (7) в точке w0 имеют 
производную Гато по x: ʹFx(w0), Jx́(w0). Уравнение от-
носительно множителей Лагранжа

	 Lx́(w0) = 0	 (9)

называется абстрактным сопряженным уравнением 
задачи (7), которое можно записать в виде:

	 l* ʹFx(w0) + λ0Jx́(w0) = 0.	 (10)

Уравнение (10) линейное; оно имеет хотя бы одно 
нулевое решение l* = 0, λ0 = 0. Отметим, что ненулевых 

решений может и не быть. Тем не менее, известно [9], 
что для оптимального процесса w0 абстрактное сопря-
женное уравнение обязательно имеет (в естественных 
предположениях) и ненулевое решение.

Допустим, что U — пространство всех кусочно-не-
прерывных функций u(t), t ∈ [t0, t1], которые ∀t при-
нимают значения в множестве Ω: u ∈ Ω ⊂ ℝm. Пусть 
w0 = [x0, u0(·)] — оптимальный процесс. Выберем не-
который набор множителей Лагранжа. Будем считать, 
что для соответствующего лагранжиана справедливо 
представление

	 L[x0, u(·)] = const – ∫
t1

t0
 H0[t, u(t)]dt, ∀u(·) ∈ U,	(11)

где H0(t, v), t ∈ [t0, t1], v ∈ Ω — вещественная функция 
замыкания множества Ω, непрерывна по v и кусоч-
но-непрерывна по t.

В таком случае для заданного набора множителей 
Лагранжа имеет место принцип максимума на процессе

	 w0 = [x0, u0(·)],

если

	 ∀t ∈ [t0, t1] H0[t ± 0, u0(t ± 0)] =

	 = max
v

{H0(t ± 0, v): v ∈ Ω}.	 (12)

В выражении (12) знак берется один и тот же, при-
чем для t = t0 только «+», а для t = t1 только «–». В вы-
ражении (11) справа знак «–» взят для сохранения фор-
мулировки в виде «принципа максимума».

Допустим, что для оптимального состояния x0 ла-
гранжиан L[x0, u(·)] имеет вид (11). Пусть (x0, u0) — 
точка локального минимума: J(x, u) ≥ J(x0, u0) 
Допустим уравнение F(x, u) разрешимо в окрестно-
сти x0 относительно x, а xu — его решение, т. е. J(u) = 
= J(xu, u) для u достаточно близких к u0: J(u) ≥ J(u0), 
∀u ∈ U. Возьмем семейство кривых u(ε), ε ≥ 0, распо-
ложенных в U с общей вершиной в u0. Предположим, 
что для любой кривой существует предел

	 lim
ε→+0

 
J[u(ε)] – J(u0)

ε
 = δJ(u0).	 (13)

Тогда δJ(u0) ≥ 0. Это условие локального минимума. 
Видно, что предел (13) есть односторонняя производ
ная по ε сложной функции J(u) = J(xu, u) для u = u(ε).

Пусть L(x, u) определяется равенством (8). По про-
цессу (x0, u0) такому, что F(x0, u0) = 0, составим аб-
страктное сопряженное уравнение (9). Предел (13) 
вычислим по формуле

	 δJ(u0) = δuL(x0, u0) = lim
ε→+0

 
L[x0, u(ε)] – L(x0, u0)

ε
,

откуда подобно уравнению (9) получим еще одно не-
обходимое условие оптимальности: δuL(x0, u0) ≥ 0. 
При достаточно общих предположениях данное ус-
ловие можно преобразовать [9] в условие максимума 
некоторой функции, которое называется абстрактным 
принципом максимума.
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Необходимое условие δuL(x0, u0) ≥ 0 приобретает вид

	 H0[t ± 0, u0(t ± 0)] ≥ H0(t ± 0, v),

где выражение u0(t ± 0) ∈ Ω, можно записать как соот-
ношение (12). Оно называется принципом максимума и 
означает, что функция H0(t ± 0, v) при изменении v ∈ Ω 
достигает максимума при v = u0(t ± 0). Если t — точка 
непрерывности функций u0(·) и H0(·, v), то равенство 
(12) принимает вид:

	 H0[t, u0(t)] = max
v∈Ω

 {H0(t, v)}.	 (14)

Отметим, что принцип максимума (12), распростра-
ненный на более общий случай функций u(t), H0(t, v), 
равносилен условию

	 L[x0, u0(·)] = min
u∈U

 {L[x0, u(·)]}.	 (15)

В свою очередь, условие (15) при наличии представ-
ления (11) равносильно интегральной форме принципа 
максимума:

	 ∫
t1

t0
 H0[t, u0(t)]dt = max

u∈U
  ∫
t1

t0
 H0[t, u(t)]dt.

Приведем утверждение [9] о необходимых условиях 
оптимальности в задаче (7).

Теорема 1. Если w0 = (x0, u0) — локально опти-
мальный процесс в задаче (7), причем справедливы 
все условия, выдвинутые выше, то тогда существует 
допустимый набор множителей Лагранжа такой, что 
имеют место абстрактное сопряженное уравнение (9) 
и принцип максимума в смысле выполнения соотно-
шений (11)–(14).

 Абстрактная дифференциальная игра

	Требуется с помощью абстрактного принципа мак-
симума единообразно минимаксную задачу теории ДИ 
представить в виде задачи оптимального управления 
в рамках беллмановской интерпретации и в терминах 
динамического программирования. Таким образом, 
требуется, используя абстрактное правило множителей 
Лагранжа, в рассматриваемой условной оптимизацион-
ной задаче получить необходимые условия оптималь-
ности в равносильном для ДИ методе динамическо-
го программирования применительно к уравнениям 
Гамильтона–Якоби–Беллмана (Айзекса–Беллмана).

Пусть имеется ДИ с двумя антагонистическими 
игроками А и В. Будем считать, что эта игра с нулевой 
суммой, т. е. один игрок затрачивает столько, сколько 
другой приобретает. При выборе игроком А стратегии 
u ∈ P в отсутствии информации о стратегии игрока 
В, игрок А должен исходить из того, что его сопер-
ник выберет для него наихудшую стратегию, а имен-
но, что плата ψ(u, v): P×Q → ℝ игрока А будет равна 

sup
v∈Q

 ψ(u, v). Значит, игрок А должен использовать стра-

тегию u0 ∈ P, при которой

	 sup
v∈Q

 ψ(u0, v) = min
u∈P

 sup
v∈Q

 ψ(u, v).	 (16)

С учетом того, что для игрока В плата равна — 
ψ(u, v), получим из равенства (16), что игрок В должен 
применить такую стратегию v0 ∈ Q, для которой

	 inf
u∈P

 ψ(u, v0) = sup
v∈P

 [–ψ(u, v0)] =

	 = min
v∈Q

 sup
u∈P

  [–ψ(u, v)] = max
v∈Q

  inf
u∈P

 ψ(u, v).
	 (17)

Из сравнения равенств (16) и (17) можно сделать 
следующий вывод: для наличия стратегий u0 ∈ P, 
v0 ∈ Q, удовлетворяющих этим равенствам, необхо-
димо и достаточно, чтобы ∀u ∈ P, v ∈ Q выполнялись 
неравенства

	 ψ(u0, v) ≤ ψ(u0, v0) ≤ ψ(u, v0).	 (18)

В свою очередь, для выполнения неравенств (18) не-
обходимо и достаточно, чтобы существовало равенство 
(имела место седловая точка)

	 min
u∈P

 sup
v∈Q

  ψ(u, v) = max
v∈Q

  inf
u∈P

 ψ(u, v).	 (19)

В равенстве (19) общее значение каждой из двух 
частей определяется как значение игры, а каждая пара 
стратегий (u0, v0) из неравенств (18) является решением 
игры; при этом стратегии u0 и v0 называются оптималь-
ными стратегиями.

Можно показать (например, работы [13, 14]), что 
если выполнены условия:
1)	 P и Q — выпуклые компактные множества в неко-

торых банаховых пространствах X и Y; 
2)	 функция ψ(u, v) непрерывна на P × Q, выпукла от-

носительно u, ∀v ∈ Q и вогнута относительно v, 
∀u ∈ P, то тогда игра (P, Q, ψ) имеет решение, при 
котором справедливо равенство (19) с min

u∈P
 и max

v∈Q
.

Вернемся к интегрально-терминальному функцио-
налу платы ДИ вида (3):

	 J[z, u, v] = φ0[z(t0), z(t1)] +

	 + ∫
t1

t0
φ[t, z(t), u(t), v(t)]dt → max

v∈Q
 min
u∈P

с заданной начальной позицией z0 = z(t0). При выполне-
нии всех обозначенных выше условий перепишем эту 
максиминную задачу в эквивалентной форме

	 J[z(·), u, v0(·)] = φ0[z(t0), z(t1)] +

	 + ∫
t1

t0
φ[t, z(t), u(t), v0(t)]dt → min

u∈P
,
	 (20)

где

	 min
u∈P

  ∫
t1

t0
 φ[t, z(t), u(t), v0(t)]dt = 

	 = max
v∈Q

 min
u∈P

  ∫
t1

t0
 φ[t, z(t), u(t), v(t)]dt,	 (21)

т. е. v0(t) — оптимальная стратегия игрока В с учетом 
справедливости (17) и допустимости наличия седловой 
точки у рассматриваемой ДИ.

Покажем, как из абстрактного принципа максимума, 
выполнения условий теоремы 1 для оптимизационной 
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задачи вида (1), (20) и (21) следует выполнение основ-
ных положений метода Беллмана применительно к 
данной задаче ДИ при фиксированных концах проме-
жутка времени.

Допустим, что выполнены все ранее введенные 
предположения относительно величин, участвующих 
в этих соотношениях. Следует указать на оптимальный 
процесс [z0(·), u0(·)], v0(·)], при котором функционал 
J (20), (21) будет принимать минимальное по u ∈ P 
значение.

Для этого перейдем к поиску необходимых усло-
вий оптимальности в задаче (1), (20), (21) в терминах 
динамического программирования. Требуется переве-
сти систему (1) из точки z(t0) фазового пространства 
X × Y = Z в заданную точку z(t1) ∈ Z, где конечный мо-
мент времени t1 задан. При этом управление u = u(t) 
должно удовлетворять ограничению u ∈ P при выбран-
ном v0 ∈ Q. Нахождение управления u(t) в данном слу-
чае происходит при условии, чтобы функционал J (20), 
(21) принимал наименьшее возможное значение. Тогда 
совокупное управление (u(t), v0(t)) = (u0(t), v0(t)) и соот-
ветствующая ему траектория z(t) будут оптимальными.

Воспользуемся абстрактной схемой. Пусть имеется 
абстрактная задача оптимизации с уравнением (1) при 
v(t) = v0(t) и функционалом (20), (21):

	 J(z, u, v0) → min,
	 m(t) = F(t, z, u, v0) ≡ ż(t) – f(t, z, u, v0),

где функция m = F(t, z, u, v0) ∈ M = {m} ⊂ ℝn. 
Лагранжиан имеет вид

	 L = l*F(t, z, u, v0) + λ0J(z, u, v0),

где λ0 ∈ ℝ — число; l* ∈ M* — линейный ограничен-
ный функционал на множестве M ⊂ ℝn, представляю-
щий собой вещественную скалярную величину: l*m = 

=  ∫
t1

t0
 Ψ*(t)m(t)dt с вектор-функцией Ψ(t) ∈ ℝn. Подстав

ляя это значение, получим выражение для лагранжиана

	 L[z(·), u(·), v0(·)] =

	 = ∫
t1

t0
 Ψ*(t)(ż(t) – f[t, z(t), u(t), v0(t)]dt) + 	 (22)

	 + λ0(φ0[z(t0), z(t1)] + ∫
t1

t0
 φ[t, z(t), u(t), v0(t)]dt).

Введем в рассмотрение вещественные функции:

	 H(t, Ψ, z, u, v0) = Ψ*f(t, z, u, v0) – λ0φ(t, z, u, v0),
	 G[z(t0), z(t1)] = λ0φ0[z(t0), z(t1)],

где Ψ ∈ ℝn, z ∈ ℝn, u ∈ P, v0 ∈ Q, t ∈ [t0, t1]. Тогда запи-
шем лагранжиан (22) в виде:

	 L[z(·), u(·), v0(·)] = ∫
t1

t0
 Ψ*(t)(ż(t)dt + G[z(t0), z(t1)] –

	 – ∫
t1

t0
 H[t, Ψ(t), z(t), u(t), v0(t)]dt.

Отметим, что при подстановке в последнее соотно-
шение z = z0 лагранжиан L[z0(·), u(·), v0(·)] удовлетво-
ряет формуле (11).

Уравнения Гамильтона–Якоби  
и Айзекса–Беллман а

	Выполним, с помощью использования абстрактной 
схемы поиск необходимых условий оптимальности ДИ 
в терминах задачи динамического программирования. 
Условия сформулируем в виде оптимизационного урав-
нения Гамильтона–Якоби–Беллмана [2, 15, 16].

Если в функционале J (20), (21) оставить только 
интегральную часть, то получим аналог действия по 
Гамильтону. Отметим, что в аналитической динамике 
функция Гамильтона (гамильтониан) определяется с 
помощью интеграла действия для истинных траекторий 
движения системы при переменном пределе интегри-
рования, который имеет вид

	 Ju = – φ0[z(t1)] – ∫
t1

t
 Ludτ,

где Lu(·) — лагранжиан, имеющий в задаче оптималь-
ного управления применительно к рассматриваемой 
задаче ДИ следующую форму:

	 Lu = Ψ*{ż – f[t, z, u, v0]} + λ0φ[t, z, u, v0] ,	 (23)

где Ψ1(t), … Ψn(t) — сопряженные переменные; λ0 > 0, 
v0(t) — оптимальное управление игрока В согласно 
формуле (21).

Лагранжиан Lu (23) отличается от лагранжиана L 
(22) интегралом от правой части, слагаемым λ0φ0 и 

фиксацией промежутка [t0, t1]: L = ∫
t1

t0
 Lu(·)dt. Слагаемое 

λ0φ0 можно отнести к лагранжиану Lu(·). Тогда получим 
(после подстановки z(·) = z0(·)):

L[z0, u, v0] = ∫
t1

t0
 Ψ*(t)ż0(t)dt – ∫

t1

t0
 H[t, Ψ(t), z0(t), u(t), v0(t)]dt

или 

	 L[z0, u, v0] = const – ∫
t1

t0
 H0(t, u, v0)dt.

Согласно принципу оптимальности Беллмана оп-
тимальное управление u0(t) доставляет действию —

Ju = φ0[z(t1)] + ∫
t1

t
 Lu(·)dτ минимальное значение.

Введем обозначение для функции действия S(t, z), 
которую часто называют главной функцией Гамильтона 
в задаче оптимального управления, по формуле

	 S = –φ0[z(t1)] – min
u∈P

  ∫
t1

t
 Lu[τ, z, ż, u, v0]dτ =

	 = –φ0[z(t1)] – ∫
t1

t
 min
u∈P

 Lu[τ, z, ż, u, v0]dτ =	 (24)

	 = –φ0[z(t1)] + ∫
t

t1
 L*dτ,
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где L* ≡ min
u∈P

 Lu. Обратим внимание, что в (24) инте-

грирование выполнено вдоль истинной (оптимальной) 
траектории движения между точками (t, z) и (t1, z(t1)).

Важно также иметь в виду, что если зафиксиро-
вать t и z в соотношениях (24), то тогда в правой части 
выражения (24) получим интеграл действия Ju на оп-
тимальной траектории с начальным условием z(t) = z. 
При этом истинная траектория, согласно вариацион-
ному интегральному принципу Гамильтона, является 
экстремалью действия, а точнее, экстремалью правой 
части выражения (24). Отсюда следует, что истинная 
траектория должна являться решением как исходных 
динамических уравнений (1) при выбранном v0(t) так 
и уравнений Эйлера (Эйлера–Лагранжа — для функци-
онала действия по Гамильтону):

	 ∂L*

∂zi

 – 
d
dt
 ∂L*

∂żi

 = 0, i = 1, n,	 (25)

где zi — компоненты вектора z.
Обозначим вектор обобщенных импульсов Ψ = (Ψi), 

i = 1, n, в виде: Ψi(t, z) = ∂L*/∂żi. Тогда уравнения (25) 
дают сопряженную систему задачи оптимального 
управления

	 Ψi = ∂L*

∂zi

, i = 1, n,	 (26)

где лагранжиан L* берется в форме, определяемой соот-
ношением (23). При этом совокупность уравнений (1), 
(26) образует гамильтонову систему уравнений.

Проварьируем траекторию движения и функцию S 
(24) по фазовым переменным с фиксированными зна-
чениями t и t1. Будем иметь

	 δS = ∫
t

t1
 �∑

n

i=1
 ∂L*

∂zi

 δzi + ∑
n

i=1
 ∂L*

∂żi

 δżi� dt – 

	 – ∑
n

i=1
 ∂φ0
∂zi

 [z(t1)]δzi(t1).

При допущении перестановочности операций 
дифференцирования по времени и варьирования: 
δżi = d(δzi)/dt получим

	 δS = ∑
n

i=1
  ∫
t

t1
 �∂L*

∂zi

 – 
d
dt
 ∂L*

∂żi

�δzidt +

	 +∑
n

i=1
 ∂L*

∂żi

 δzi�
t1

t
 – ∑

n

i=1
 ∂φ0
∂zi

 δzi(t1).	
(27)

Учитывая уравнения Эйлера–Лагранжа (25) и выра-
жения для обобщенных импульсов, запишем вариацию 
функции действия (27) в виде:

	 δS = ∑
n

i=1
 Ψi(t)δzi(t) – ∑

n

i=1
 �Ψi(t1) + 

∂φ0
∂zi

 [z(t1)]�δzi(t1).

Отсюда найдем зависимость Ψi через градиент глав-
ной функции Гамильтона S(t, z) включая граничные 
условия для Ψi при t = t1, i = 1, n:

	 Ψi = 
∂S
∂zi

, Ψi(t1) = – 
∂φ0
∂zi

 �
t=t1

 .	 (28)

В результате можно сделать заключение о потен-
циальности векторного поля импульсов Ψ = Ψ(t, z) с 
потенциалом в виде функции действия S(t, z).

Найдем из выражения (24):

	 Ṡ = 
∂S
∂t
 + ∑

n

i=1
 
∂S
∂zi

 żi = L*.	 (29)

Воспользуемся классическим определением функ-
ции Гамильтона и обобщенных импульсов (28). Тогда 
можем записать

H = ∑
n

i=1
 ψiżi – L* = ∑

n

i=1
 
∂S
∂zi

 żi – L* = min
u∈P

 (– Ψ*f + λ0φ).	(30)

Соотношение (29) в этом случае преобразуется в 
уравнение Гамильтона–Якоби:

	
∂S
∂t
 + H�t, z, 

∂S
∂z

� = 0	 (31)

с решением S(t, z), которое должно удовлетворять крае-
вому условию, вытекающему из соотношения (24) при 
﻿z(t1) = z, t = t1: S(t1, z) = –φ0(z).

Обозначим   в   соотношении   (30)   функцию   
Π =  ∑

n

i=1
 Ψi fi – λ0φ, совпадающую с гамильтонианом 

и которую часто называют функцией Понтрягина. 
Тогда, очевидно, функцию Гамильтона H (30) воз-
можно связать с функцией Понтрягина Π равенством:  
H = max

u∈P
Π. Таким образом, уравнение (31) перепишем 

через функцию Π следующим образом:

	
∂S
∂t
 + max

u∈P
Π �t, z, 

∂S
∂z

� = 0.	 (32)

На основании выражений (31) и (32) следует, что 
соотношение H = max

u∈P
Π представляет собой еще один 

вариант записи принципа максимума Понтрягина.
Если учесть формулы (28), то тогда при λ0 = 1 функ-

ция Понтрягина: Π = ∑
n

i=1
 (∂S/∂zi) fi – φ, а уравнение (32) 

примет вид

	
∂S
∂t
 + max

u∈P
 �∑

n

i=1
 
∂S
∂zi

 fi – φ� = 0.

Заметим, что в теории оптимального управления, 
касающегося метода динамического программирова-
ния, вместо главной функции Гамильтона (функции 
действия) S(t, z) рассматривают функцию Беллмана (в 
рассматриваемом случае применительно к теории ДИ, 
функцию Айзекса–Беллмана) V(t, z), которая определя-
ется минимумом функционала J (20) при τ ∈ [t, t1] по 
u ∈ P, начиная от точки z(t):

	 V = φ0[z(t1)] + min
u∈P

  ∫
t1

t
 φdτ.

Лагранжиан Lu (23) на траекториях системы (1), 
когда v(t) = v0(t), в этом случае имеет вид (при λ0 = 1): 
Lu = φ. Тогда выражение (24) для главной функции S 
преобразуется в равенство
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	 S = – φ0[z(t1)] – min
u∈P

  ∫
t1

t
 φdτ.

В результате получим, что S = – V и уравнение Га
миль	тона–Якоби для задачи оптимального управления 
(1), (20) принимает форму уравнения Гамильтона–
Якоби–Беллмана (Айзекса–Беллмана), а в случае те-
ории ДИ — форму основного уравнения ДИ в виде 
уравнения Айзекса–Беллмана

	
∂V
∂t
 + min

u∈P
 �∑

n

i=1
 
∂V
∂zi

 fi + φ� = 0 	 (33)

с краевым условием: V(t1, z) = φ0(z). 
Сформулируем теперь с помощью представленных 

соотношений правило множителей Лагранжа в рассма-
триваемой условной оптимизационной задаче.

Теорема 2. Пусть непрерывный процесс [z0(t), u0(t), 
v0(t)], t ∈ [t0, t1] удовлетворяющий соотношениям (1), 
(20), (21), доставляет максиминное значение функцио-
налу J (20). Полагаем при этом, что в задаче (1), (20), 
(21) величины f(·), φ(·) являются непрерывно диф-
ференцируемыми по всем своим аргументам. Тогда 
найдутся n измеримых и ограниченных множителей 
Лагранжа (обобщенных импульсов) l(t) = Ψ(t) ∈ ℝn и  
такая постоянная λ0 > 0, где λ0 + ∑

n

i=1
 |li(t)| > 0, что функции  

H(·), Lu(·) (23) с учетом соотношений (26)–(30) удовлет-
воряют в терминах главной функции Гамильтона S(t, z) 
уравнению Гамильтона–Якоби (31), а в терминах функ-
ции Беллмана V(t, z) = – S(t, z) при λ0 = 1 — уравнению 
Гамильтона–Якоби–Беллмана или, иначе, уравнению 
Айзекса–Беллмана (33).

 Модельный пример

Для иллюстрации рассмотрим простейший при-
мер компенсации активных возмущений. В терминах 
теории ДИ первый игрок будет стремиться привести 
систему к нулевому положению, а второй — препят-
ствует этому.

Пусть движение системы описывается скалярным 
уравнением:
	 ẋ = u – v, x(t0) = x0,

где x ∈ ℝ — отклонение системы от нуля; (t0, x0) ∈ ℝ2 — 
заданное начальное положение; u ∈ P и v ∈ Q — управ-
ления первого и второго игроков, P, Q — компактные 
множества допустимых значений:

	 P = {u ∈ ℝ: |u| ≤ 1}, Q = {v ∈ ℝ: |v| ≤ β},

где β — параметр, задающий ограничение на управ-
ление второго игрока, удовлетворяющий условию 
0 < β < 1. Последнее неравенство показывает, что ре-
сурс первого игрока мощнее.

Первый игрок (u) хочет минимизировать квадрат 
отклонения системы от нуля, второй (v) — максимизи-
ровать. Введем функционал (20):

	 J = ∫
t1

t0
 x2(t)dt → min

u∈P
 max
v∈Q

.

Составим гамильтониан H:

	 H(x, ψ, u, v) = ψ(u – v) – λ0x2,

где ψ — сопряженная переменная (импульс); λ0 = 1.
Воспользуемся алгоритмической схемой, описанной 

в разделе «Уравнения Гамильтона–Якоби и Айзекса–
Беллмана». Получим для сопряженного уравнения:

	 ψ = – 
∂H
∂x

 = 2x.

Согласно абстрактному принципу максимума, опти-
мальные управления u0, v0 находятся из условия седло-
вой точки гамильтониана:

	 H(u0, v0) = min
u∈P

 max
v∈Q

(ψu – ψv – x2).

Поскольку переменные разделяются, рассмотрим 
две простейшие задачи на условный экстремум.
1.	 Для первого игрока: найдем min

|u|≤1
(ψu). Очевидно, что 

если ψ > 0, то выгодно взять u = –1, а если ψ < 0, то 
u = +1:

	 u0(t) = –sign(ψ(t)).

2.	 Для второго игрока: найдем max
|v|≤β

(–ψv) = min
|v|≤β

(ψv). 
Аналогично:

	 v0(t) = –β sign(ψ(t)).

Подставим управления в исходное уравнение:

	 ẋ = –sign(ψ) – (–β sign(ψ) = –(1 – β)sign(ψ).

Так как 1 > β, система управляема.
Повторно продифференцируем уравнение ψ = 2x:

	 ψ# = 2ẋ = – 2(1 –β)sign(ψ).

Полученное уравнение является уравнением ос-
циллятора с сухим трением. Представленное реше-
ние показывает, что система будет стремиться к нулю 
(x → 0) колебательным образом с конечным числом 
переключений	.

Заключение

	Представлена процедура применения абстрактного 
принципа максимума к максиминной задаче теории 
дифференциальных игр для беллмановской интерпре-
тации в терминах динамического программирования. 
Показано, как из абстрактного принципа следует вы-
полнение основных положений оптимизационного 
метода Беллмана в случае исследуемой задачи диф-
ференциальных игр. Определены необходимые и до-
статочные условия оптимальности в виде уравнения 
Гамильтона–Якоби–Беллмана (Айзекса–Беллмана) и, 
тем самым, задана новая форма основного уравнения 
в теории дифференциальных игр и соответствующего 
ему решения.
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