
А.А. Бобцов, В.О. Никифоров  

Научно-технический вестник  информационных технологий, механики и оптики,  
2013, № 1 (83) 

1

 ОБЗОРНАЯ СТАТЬЯ

 
УДК 681.51.015 

АДАПТИВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПО ВЫХОДУ: ПРОБЛЕМАТИКА, 
ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ И РЕШЕНИЯ1  

А.А. Бобцов, В.О. Никифоров 
 

Бобцов Алексей Алексеевич, доктор технических наук, профессор НИУ ИТМО, 
декан факультета компьютерных технологий и управления. Специалист по сис-
темному анализу, управлению и обработке информации в технических системах. 
Автор более 200 печатных работ, из которых более 80 – в международных журна-
лах. Автор девяти монографий и учебных пособий, обладатель двух патентов. 
Действительный член Академии навигации и управления движением, член Науч-
ного совета РАН по теории управляемых процессов и автоматизации. Член науч-
но-технического совета ассоциации авиаприборостроителей, член двух техниче-
ских комитетов Международной федерации по автоматическому управлению. 
Председатель Совета молодых ученых и специалистов при Правительстве Санкт-
Петербурга. Член редколлегии  журнала «Научно-технический вестник информа-
ционных технологий, механики и оптики».   

 

Никифоров Владимир Олегович, доктор технических наук, профессор, прорек-
тор НИУ ИТМО, заместитель генерального директора – технический директор 
ОАО «ЛОМО». Область научных интересов – нелинейные и адаптивные системы 
автоматического управления, методы компенсации внешних возмущений, адап-
тивные наблюдатели. Автор более 120 печатных работ, в том числе более 40 – в 
зарубежных изданиях. Действительный член Академии навигации и управления 
движением. Автор пяти монографий и шести учебных пособий. Председатель 
диссертационного совета. Член Санкт-Петербургской региональной группы на-
ционального комитета по автоматическому управлению РАН. Главный редактор 
журнала «Научно-технический вестник информационных технологий, механики и 
оптики» и российского издания журнала «Control Engineering». 
 

 
Рассматривается проблема адаптивного управления по выходу параметрически и функционально неопределенными 
объектами. Наряду с математической постановкой задачи представлены прикладные примеры, иллюстрирующие 
практические применения обсуждаемой в статье теории. Приведен краткий обзор методов адаптивного управления 
по выходу как линейными, так и нелинейными системами, представлена обширная библиография, в которой чита-
тель сможет найти детальное описание конкретных алгоритмов и их свойств. Подробно рассмотрен новый подход к 
задаче управления по выходу – метод последовательного компенсатора.   
Ключевые слова: адаптивное управление, робастное управление, управление по выходу, сложные динамические 
системы, нелинейные системы. 

 

Введение 
 

Задача адаптивного и робастного управления параметрически и функционально неопределенными 
объектами в условиях возмущений и запаздывания относится к фундаментальным и актуальным пробле-
мам современной теории и практики автоматического управления. Идеализирующие предположения о 
линейности объекта управления, стационарности его параметров, возможности измерения всех перемен-
ных состояния, отсутствии запаздывания и возмущающих воздействий постепенно уходят из рассмотре-
ния в рамках современной теории управления [1–41].  

В статье особое внимание уделяется методам адаптивного и робастного управления по выходу, 
т.е. без измерения производных выходной переменной или всех переменных состояния объекта. Мотива-
ция данных исследований обусловлена тем, что управление по выходу позволяет уменьшить затраты на 
проектирование, разработку и изготовление датчиков, которые, в свою очередь, могут вносить дополни-
тельные погрешности, связанные с ошибками измерений. Кроме того, для ряда реальных систем не уда-
ется обеспечить непосредственное измерение всех переменных состояния объекта управления. 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке ФЦП «Исследования и разработки по приоритетным направлениям разви-
тия научно-технологического комплекса России на 2007–2013 годы» (государственный контракт № 11.519.11.4007)  
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К настоящему времени получены решения многих важных задач адаптивного и робастного управ-
ления по выходу, часть из которых доведена до инженерных методов синтеза. Однако большинство из-
вестных методов адаптивного и робастного управления отличается сложностью процедур синтеза, а так-
же сложностью структуры и высоким динамическим порядком получаемого регулятора. Таким образом, 
разработка новых методов адаптивного и робастного управления, позволяющих получить более простые 
и малоразмерные регуляторы, является актуальной задачей современной теории управления.  

Целью данной статьи является представление широкому кругу специалистов проблематики адап-
тивного и робастного управления по выходу параметрически и функционально неопределенными объек-
тами. Будут сформулированы строгие постановки задач управления, а также предложены различные 
примеры систем управления, в которых актуальна данная проблематика. Также читателю будет пред-
ставлен краткий обзор методов адаптивного управления по выходу и предложен для более подробного 
знакомства один из современных подходов – «метод последовательного компенсатора», базирующийся 
на теореме о пассификации А.Л. Фрадкова [42–45], которая, в свою очередь, расширяет фундаменталь-
ный результат теории автоматического управления – лемму Якубовича–Калмана [4, 46].  

 

Задачи адаптивного и робастного управления по выходу линейными объектами 
 

Представим математическую постановку задач адаптивного и робастного управления по выходу 
линейными объектами в условиях возмущений. 

Постановка задачи. Рассматривается линейный стационарный объект управления, представлен-
ный математической моделью в форме «вход–выход» 

( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]    mp y t b p u t t , (1) 

где /p d dt  – оператор дифференцирования; ( )u t  – управление;  ( )y t  – выходная переменная и ( ) t  – 

ограниченное возмущающее воздействие;  mb  – постоянный коэффициент; ( ) p  и ( ) p  – нормирован-

ные полиномы с неизвестными постоянными коэффициентами ia  и jb , такие что 
1 2

1 2 1 0( )  
       n n n

n np p a p a p a p a , 
1

1 1 0( ) p 
     m m

m m mb p b b p b p b . 
Как правило, задача адаптивного управления по выходу решается при следующих допущениях 

(см. например, [4–6, 9]). 
Допущение  Д1 .  Полином ( )p  гурвицев. 

Допущение  Д2 .  Знак коэффициента mb  является известным (без потери общности будем счи-

тать, что 0mb ).  

Допущение  Д3 .  Прямым измерениям доступна только выходная переменная ( )y t , но не ее 
производные. 

Допущение  Д4 .  Известны степени полиномов ( ) p  и ( ) p  – n  и m , соответственно. 
Допущения (Д1)–(Д4) широко используются в литературе и поэтому получили название стан-

дартных допущений. Решение задачи адаптивного управления по выходу при нарушении стандартных 
допущений (например, при неизвестном знаке коэффициента mb ,  неизвестных степенях полиномов 

( ) p  и ( ) p , доступности измерениям зашумленного выходного сигнала и т.п.) является предметом 
современных исследований.  

Наряду с объектом управления рассмотрим эталонный сигнал *( )y t , задающий желаемый харак-

тер изменения регулируемой переменной ( )y t  и удовлетворяющий условию 

 0* /   i id y dt C ,  (2) 

где 0, i ,   n m – относительная степень объекта управления (1). Обычно *( )y t  формируется в 
виде выхода эталонной модели 

( ) ( )
*( )




ky* t g t
p

, (3) 

где k  – постоянный коэффициент; *( ) p  – гурвицев полином степени  ; ( )g t  – ограниченный ко-
мандный сигнал. Отметим, что использование эталонной модели (3) гарантирует выполнение условий 
(2). 

Теперь сформулируем цели управления. 
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Цель управления 1 (адаптивное управление). При условии, что внешнее неизмеряемое возму-
щение отсутствует (т.е. при ( ) 0 t ), требуется найти такой закон управления в форме обратной 

связи по выходной переменной ( , *)u u y y , чтобы для объекта (1) выполнялось целевое условие  

t

lim ( ) 0


 t ,         

где  
( ) *( ) ( )  t y t y t   (4) 

– ошибка слежения.  
Другими словами, при отсутствии внешнего возмущения может быть поставлена и решена задача 

асимптотического слежения за эталонным сигналом. Наличие неизмеряемого возмущения ( ) t в общем 
случае не позволяет решить задачу асимптотического слежения. При этом даже обеспечение устойчиво-
сти замкнутой параметрически неопределенной системы становится нетривиальной задачей, решение 
которой может быть достигнуто с использованием специальных методов робастного управления 
[4, 9, 17]. 

Цель управления 2 (робастное управление). При наличии ограниченного возмущения ( ) t  тре-

буется найти такой закон управления в форме обратной связи по выходной переменной ( , *)u u y y , 
чтобы для объекта (1) выполнялось целевое условие  
 *( ) ( )  y t y t для всех  1t t ,   (5) 

где   – заданная разработчиком точность управления. 
Основные проблемы адаптивного управления по выходной переменной. Даже в условиях от-

сутствия внешних возмущений задача синтеза адаптивного управления по выходной переменной являет-
ся нетривиальной, что связано с двумя принципиальными проблемами.  

Первая проблема – математическая модель объекта управления должна быть соответствующим 
образом параметризована, т.е. приведена к специальному виду, позволяющему использовать универсаль-
ные алгоритмы адаптации, разработанные для широких классов канонических моделей.  

Например (подробнее – см. [4, 9, 23]), с использованием вспомогательных фильтров 

1 1 1 ,n u υ Λυ e  (6) 

2 2 1 ,n y υ Λυ e  (7) 

где 1υ  и 2υ  – ( 1)n -мерные векторы состояния фильтров (6), (7); Λ  – сопровождающая матрица произ-

вольного гурвицева полинома степени ( 1)n ; ie  – единичный вектор с единицей на i -м месте, модель 

ошибки слежения (4) (при ( ) 0 t ) может быть представлена в виде  

 ( ) ( )
*( )

Tmb
t t u

p
  


θ ,  (8) 

где 1 2[ , , , ]T T T y g υ υ  – вектор известных функций (регрессор); θ  – 2n -мерный вектор неизвестных па-
раметров. Тогда, выбирая управление 

ˆ( ) ( )Tu t t  θ , 

где ˆ ( )tθ  – вектор настраиваемых параметров, генерируемый алгоритмом адаптации, для уравнения (8) 
получаем замкнутую параметризованную модель вида  

( ) ( ) ( )
*( )

Tmb
t t t

p
 


θ ,  (9) 

которая представляет собой линейную регрессионную модель, хорошо изученную в задачах идентифи-
кации и адаптации линейных систем (здесь ˆ( ) ( )t t θ θ θ  – вектор параметрических ошибок).    

Альтернативный подход предусматривает использование вспомогательных фильтров: 

n n y ξ A ξ κ , 

n n n i y  ξ A ξ e ,  0 1  i n , 

i i n iu  ν A ν e ,   0 i  m , 
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где nξ , iξ  и iν  – n -мерные векторы состояния фильтров, а вектор коэффициентов обратных связей κ  

выбран так, что матрица 1
T

  A E κe  является гурвицевой.  
Тогда выходная переменная может быть представлена в виде  

,1 ( )T
ny t ξ φ ψ , (10) 

где ( ) ( , )i it  φ φ ξ  – ( 1) n m -мерный вектор известных функций, а ψ  – вектор неизвестных парамет-
ров (подробнее – см. [4, 9, 17]). Управление в явном виде не представлено в модели (10) и появляется 
только в выражении для  -ой производной выходной переменной. В связи с этим для модели (10) не 
могут быть использованы универсальные алгоритмы адаптации, что потребовало разработки специаль-
ных итеративных процедур синтеза алгоритмов адаптивного управления – так называемого метода об-
ратного обхода интегратора [4, 9, 14, 16, 17, 27].  

Вторая проблема адаптивного управления по выходу – высокая относительная степень объекта 
управления, что связано с измерением только выходной переменной, а не всего вектора состояния (или 
производных выходной переменной).     

Для пояснения проблемы высокой относительной степени представим замкнутую параметризо-
ванную модель ошибки (9) в пространстве состояний: 

( ) ( ) η Γη e θ T t t , (11) 

1  e ηT ,  

где η  –  -мерный вектор состояния модели (11),    1
1*( )


 


e I Γ emb T p

p
. Предполагая временно, что 

вектор состояния η  доступен прямым измерениям, выберем стандартный алгоритм адаптивной настрой-
ки параметров регулятора: 

ˆ T
 θ e Pη  , (12) 

где   – произвольный положительный коэффициент (коэффициент адаптации), а симметрическая поло-
жительно определенная матрица P  является решением уравнения 

 T   Γ P PΓ Q  (13) 
с произвольной симметрической положительно определенной матрицей Q . Свойства устойчивости 
замкнутой системы доказываются с использованием функции Ляпунова вида 

1 1( , )
2 2

T T 


V η θ η Pη θ θ   , 

производная которой по времени в силу уравнений замкнутой системы удовлетворяет неравенству  
1 1 1( , ) ( ) 0
2 2

T T T T T T
      


V η θ η Γ P PΓ η θ e Pη θ θ η Qη     . 

Из последнего выражения следует устойчивость по Ляпунову замкнутой системы и выполнение 
целевого условия 0η  при t  . 

Исследуем теперь условия применимости базового алгоритма адаптации (12) в случае недоступ-
ности прямым измерениям вектора состояния параметризованной модели η . Легко видеть, что данный 
алгоритм применим, если удастся выбрать матрицу P  таким образом, что 

1
T T
 e P e . (14) 

В этом случае алгоритм адаптации принимает вид 
ˆ   θ   (15) 

и  является физически реализуемым, так как в нем используются только измеряемые сигналы.  
Таким образом, условием применимости алгоритма адаптации вида (15) является существование 

симметрической положительно определенной матрицы P , удовлетворяющей одновременно двум урав-
нениям (13) и (14). В свою очередь, такая матрица может быть найдена не для всех моделей ошибки (9), а 
только для моделей со строго положительно вещественной  (СПВ) передаточной функцией.   
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Лемма Якубовича-Калмана [46]. Симметрическая положительно определенная матрица P , яв-
ляющаяся решением одновременно двух уравнений (13) и (14), существует только в том случае, если 
передаточная функция модели ошибки (9) является СПВ.  

Рассмотрим произвольную передаточную функцию вида 
1

1 0
1

1 0

( )







  


  



m m
m m

n n
n

b s b s b
H s

s a s a
,                

где s  – комплексная переменная. Передаточная функция ( )H s  является СПВ функцией только в том 
случае, если: 

(У1) она не имеет полюсов в области Re[ ] 0s ; 

(У2) Re[ ( )] 0 H j  для всех      ; 

(У3) 2lim Re[ ( )] 0  H j  при  . 
Для пояснения приведенного критерия рассмотрим передаточную функцию апериодического зве-

на первого порядка 

( )
1


A

kH s
Ts

,         (16) 

где 0k  – коэффициент усиления, а 0T  – постоянная времени. Покажем, что передаточная функция 
(16) удовлетворяет условиям (У1)–(У2). Действительно, единственный полюс функции (16) 1/ s T  
лежит вне области Re[ ] 0s . Как известно, частотный годограф апериодического звена первого порядка 
полностью лежит в четвертом квадранте комплексной плоскости, что гарантирует выполнение условия 
(У2). Наконец, рассмотрим частотную передаточную функцию звена 

2 2 2 2( )
1 1 1


   

    A
k k kTH j j

jT T T
, 

где   – угловая частота. Тогда 

2
2 2 2lim 0

1
      

k k
T T

, 

что означает выполнение условия (У3).  
Таким образом, можно сделать вывод, что СПВ функции обладают почти такими же частотными 

свойствами, что и звено первого порядка. Так, их частотные годографы лежат в правой полуплоскости (а 
значит, фазовый сдвиг, вносимый динамическим звеном с такой передаточной функцией, не превышает 
90 ). Кроме того, скорость убывания вещественной части частотной передаточной функции при   
не быстрее, чем у 21/ .  

Насколько ограничительным является требование строгой положительной вещественности? Для 
ответа на этот вопрос учтем, что СПВ передаточная функция не может иметь относительную степень 
выше единицы (что определяется требованием предельного фазового сдвига в 90 ). Очевидно, что класс 
динамических систем с единичной относительной степенью является достаточно узким, и в него не по-
падают математические модели большинства реальных технических устройств. Таким образом, стан-
дартный алгоритм адаптации по выходу (15) может быть использован только в частных случаях, и необ-
ходимо получение универсальных алгоритмов адаптации, применимых ко всему классу моделей вида (9). 
Для объектов с произвольной относительной степенью должны использоваться специальные методы 
синтеза алгоритмов адаптации или адаптивного управления в целом. 

Методы адаптивного и робастного управления линейными стационарными объектами по 
выходу. На сегодняшний день можно уверенно говорить о том, что задачи адаптивного и робастного 
управления линейными стационарными объектами в условиях неопределенности параметров математи-
ческой модели и действии неизвестных возмущений решены. За последние 30 лет опубликовано доста-
точное число работ, в которых представлены разнообразные методы, позволяющие решать задачу адап-
тивного управления по выходу. Большинство методов обсуждались в обзоре [5], ряд новых подходов 
рассмотрен в монографиях [4, 9]. Среди основных методов управления линейными стационарными не-
определенными объектами по выходу можно выделить: 
 метод расширенной ошибки или схема Монополи [5, 21, 47]; 
 алгоритм высокого порядка или метод Морза [22]; 
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 использование итеративных процедур синтеза [9, 14, 16, 17, 27, 30]; 
 метод шунтирования [2]; 
 робастная модификация алгоритма высокого порядка [4, 9, 26]; 
 робастная модификация итеративных процедур синтеза [4, 9]. 

Каждый из указанных методов имеет преимущества и недостатки по сравнению с аналогами. Об-
щее достоинство данных методов заключается в том, что они позволяют синтезировать управление в 
случае, когда относительная степень исходной модели (1) больше единицы. Однако данные методы 
имеют два существенных недостатка: 
 высокая размерность регулятора; 
 сложность практической реализации. 

 

Задачи адаптивного и робастного управления по выходу нелинейными объектами 
 

В данном разделе будет сформулирована математическая постановка задачи адаптивного и роба-
стного управления по выходу нелинейными объектами в условиях возмущений и запаздывания. Будет 
дан краткий обзор методов адаптивного управления по выходу нелинейными объектами.  

Постановка задачи. Рассмотрим нелинейную систему (рис. 1) вида 

1

r

i i
i

A u w


    x x G B B , (17) 

y x H , (18) 
где nRx  – вектор переменных состояния; , , ,iA B G H  – неизвестные матрица и векторы соответствен-
но; ( )w t  – неизвестное гладкое ограниченное возмущение, т.е. 0( )   w t w ; ( ( ))i i y t      – неиз-
вестная функция, где 0   – неизвестное постоянное запаздывание, ( ) φ( )y     для [ ,0]  . 

Прежде чем формулировать цель управления, рассмотрим ряд допущений (например, [4, 9]). 
Допущение  Д5 .  Передаточная функция 1( ) ( ) ( ) / ( )W p p b p a p  H I A B  – минимально-

фазовая, т.е. полином ( )b p  гурвицев.  

Допущение  Д6 .  Относительно неизвестной нелинейности i  будем полагать, что она: 

 либо ограничена для любых значений ( ) y t , т.е. 

0i C  ,  (19) 
 либо выполнено секторное ограничение вида 

0 ( )i C y t    ,  (20) 
 либо относительно нелинейности задана мажоранта вида 

0 ( ( ))i C y t     ,  (21)  
где число 0 0C  для всех случаев неизвестно, а ( ( ))  y t  – известная функция. 

 
 

Регулятор 

Линейный блок 

и 

y w(t) 

  1 ( )   

  ( )r 

 
Рис. 1. Структурная схема системы управления (17), (18)  

 
Теперь для представленных допущений сформулируем цели управления. 
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Цель управления 3 (адаптивное управление). Пусть неизвестное возмущение ( ) 0w t  и выпол-
нены условия (20), (21). Для системы (17), (18) требуется найти закон управления в форме обратной свя-
зи по выходу ( )u u y , обеспечивающий выполнение целевого условия  

lim ( ) 0



t

y t . (22) 

Цель управления 4 (робастное управление). Пусть неизвестное возмущение ( )w t  является глад-
кой ограниченной функцией и (или) выполнено условие (19). Требуется найти закон управления в форме 
обратной связи по выходу ( )u u y , обеспечивающий выполнение целевого неравенства 

( ) Δy t  при 1t t , (23) 
где число Δ  задается разработчиком системы управления. 

Краткий обзор методов адаптивного и робастного управления по выходу нелинейными не-
определенными объектами в условиях возмущений и запаздывания. Отличительной особенностью 
задач управления нелинейными системами является невозможность указать универсальные пути их ре-
шения. Именно этим вызван неугасающий рост публикаций в области нелинейного управления. Боль-
шинство методов обсуждались в обзоре [48] и работах [2, 4, 9, 10, 17]. Особую нишу занимают задачи 
адаптивного и робастного управления по выходу нелинейными неопределенными объектами. Среди ос-
новных методов управления нелинейными объектами можно выделить: 
 методы, предусматривающие поиск функции Ляпунова [3, 4, 10, 49, 50]; 
 геометрические методы, связанные с точной линеаризацией и поиском диффеоморфного преобразо-

вания координат [3, 4, 9, 14, 37–40, 48]; 
 частотные методы, предусматривающие использование критерия Попова, кругового критерия и т.д. 

[2, 35, 36, 48, 50, 51]; 
 методы, предусматривающие поиск так называемой управляющей функции Ляпунова [48, 52]; 
 методы теории пассивных систем [4, 44, 48, 53, 54]; 
 итеративные процедуры синтеза [3, 16, 28, 48, 55]. 

Естественно, что перечисленными методами анализа и синтеза не ограничивается современный 
уровень развития нелинейной теории. Однако указанные методы являются наиболее распространенными 
при решении многих теоретических и практических задач управления нелинейными объектами.  

Также как и при анализе методов адаптивного и робастного управления по выходу линейными 
стационарными неопределенными объектами, можно говорить о том, что рассмотренные выше методы 
анализа и синтеза нелинейных систем имеют два существенных недостатка: 
 высокая размерность и сложность построения регуляторов; 
 сложность практической реализации. 

 

Некоторые прикладные задачи адаптивного и робастного управления 
 

Для широкого круга читателей, не являющихся специалистами в области математической теории 
управления, авторы предлагают ряд практических примеров адаптивного управления по входу различ-
ными классами технических и физических систем.  

Адаптивное управление по выходу двигателем постоянного тока. Запишем математическую 
модель двигателя постоянного тока в виде [19, 20, 56] 


 

d
dt

,           

( ) ( )
   t

dJ F t K i T t
dt

,         

( ) ,   b
diL K R t i u
dt

         

где   – угол поворота выходного вала (регулируемая переменная);   – угловая скорость вращения 
выходного вала; i  – ток обмотки возбуждения; u  – напряжение якоря (сигнал управления), все или 
некоторые физические параметры L , ( )R t , J , ( )T t , ( )F t  и tK  изменяются во времени и могут быть 
неточно заданы. Во многих электроприводах переменные   и i  не измеряются.   

Легко видеть, что данная модель двигателя постоянного тока при некоторых допущениях соответ-
ствует математическим моделям (1) или (17), (18). Следовательно, задачи управления и методы их реше-
ния, представленные выше, могут быть распространены на данный технический объект. 

Адаптивное управление углом либрации спутника. В современной отечественной и зарубеж-
ной литературе можно найти довольно много работ по исследованию угловых колебаний космических 
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аппаратов (спутников) и управлению ими [57–59]. В последнее время, помимо традиционных задач 
управления космическими конструкциями, внимание ученых стали привлекать задачи, связанные с хао-
тическими колебаниями спутниковых систем. В частности, является актуальной задача управления углом 
либрации спутника (например, [60, 61]). Математическая модель угла либрации ( ) t  спутника в плоско-
сти орбиты имеет вид 

   2 33 sin cos 2sin sin cos cos ( )               
c m c c cC c B A iIr t t M t ,     

где c  – коэффициент собственного демпфирования спутника; c  – значение угловой скорости движения 
спутника по орбите; ,A B  – главные моменты инерции спутника ( B A ); m  – магнитная постоянная; I  
– величина магнитного момента спутника; ,r i  – радиус и наклонение орбиты; ( )cM t  – значение управ-
ляющего момента.  

Легко показать, что данная математическая модель соответствует, рассмотренной ранее обобщен-
ной математической модели (17), (18). 

Адаптивная стабилизация хаоса в цепи Чуа. Одним из классических примеров 
дифференциальных моделей, описывающих хаотические процессы в электрических и электронных 
схемах, является система Чуа [60, 62–64], предложенная специалистами по электронным цепям Л. Чуа и 
Т. Мацумото. В тоже время математическая модель хаотической системы Чуа эквивалентна 
математической модели (17), (18). Цепь Чуа описывается уравнениями 

 1
2 1 1

1

1 ( ) ,    
dU G U U U
dt C

        

 2
1 2

2

1
    

dU
G U U i

dt C
,      

 2 0
1

  
di U R i
dt L

,          

где 1
G

R
 и   1 1 1 1

1( )
2

      b a bU G U G G U E U E  – характеристика нелинейного диода Чуа. 

Управление однозвенным роботом-манипулятором с гибкими связями и незначительным 
демпфированием. Рассмотрим простой однозвенный робот-манипулятор [65], круговое движение вы-
ходного звена которого осуществляется посредством эластичного соединения звена и исполнительного 
механизма (силового привода). Эластичным соединением между исполнительным механизмом и звеном 
во многих практических задачах нельзя пренебречь, и опыт показывает, что роботы-манипуляторы, в 
которых движение передается посредством длинных валов или ременных передач, в которых исполни-
тельный механизм является гармоническим приводом, обладают резонансным поведением в той же об-
ласти частот, что и частоты, используемые для управления. Эффекты эластичного соединения между 
исполнительными механизмами и звеньями, на которые обычно ссылаются как на эластичные связи, мо-
гут быть смоделированы включением линейной торсионной пружины в каждом соединении между валом 
исполнительного механизма и концом звена, вокруг которого осуществляется вращение (рис. 2). Исполь-
зуя 1q  и 2q  для обозначения угловых положений вала исполнительного механизма и руки робота-
манипулятора соответственно по отношению к фиксированной системе координат, уравнение исполни-
тельного механизма можно записать в следующем виде: 

1 1 1 2sin ( ) 0   Iq MgL q k q q ,        

2 1 2( )  Jq k q q u ,          

где 1q  и 2q   – угловые позиции; u  – момент, возникающий на оси исполнительного механизма; k  – по-
стоянная упругости торсионной пружины, которая представляет эластичное соединение, а физические 
параметры I , M , g , L  и J  являются положительными и постоянными. 

Легко видеть, что представленная выше математическая модель робота-манипулятора соответст-
вует обобщенной математической модели нелинейного объекта вида (17), (18).  

Адаптивное управление двухэтапным химическим реактором. Еще один не типовой для задач 
механики и мехатроники объект представлен в данном подразделе. Рассмотрим задачу стабилизации 
двухэтапного химического реактора, модель которого может быть, например, найдена в работе [66]: 

2
1 1 1 1 2

1 1

11( ) ( ) ( ) ( )
    


 Rz t z t z t z t

V
,        

1
2 2 2 2 1

2 2

1( ) ( ) ( ) ( )      


 R
z t z t z t z t

V
2 2

2
2 2

( )   
R F

z t u
V V

,     
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1( ) ( )y t z t ,           
где 1( )z t  и 2 ( )z t  – состав резервуаров; 1R , 2R , i , i  и 2F  – некоторые параметры, связанные с химиче-

скими процессами в резервуарах и iV  – объем резервуара. 
Работая с данной математической моделью, можно обнаружить запаздывание, а после ряда не-

сложных математических преобразований получить систему вида (17), (18).  
 

 Торсионная 
пружина 

Редуктор 

q1 

q2 

 
 

Рис. 2. Однозвенный робот-манипулятор с гибкими связями 
 

Адаптивное управление системой впрыска для инжекторных двигателей внутреннего сго-
рания. В соответствии с результатами, опубликованными в работах [67–73], усредненная математиче-
ская модель системы впрыска имеет следующий вид: 

2 2 2 2 1x a x b u   ,          

 1 1 2 1 1
1 3

1
 y c x d u

x x
,          

( )      
s s s sT t ,           

где 1  x  – скорость вращения выходного вала [об/мин]; 3  mx P  – давление во впускном коллекторе 
[Па]; 2   ffx  – масса топливной пленки на стенках впускного коллектора; 1  y  – соотношение воз-
дух/топливо; s  – значение соотношения воздух/топливо, выдаваемое датчиком кислорода; 1 i  fu  – 
количество впрыснутого в цилиндр топлива [кг]; s  – запаздывание, связанное с расположением датчика 
кислорода в выпускном коллекторе.   

Сформулируем цель управления как решение задачи синтеза регулятора, обеспечивающего вы-
полнение неравенства 

1( ) ( )  y t y t ,  (24) 

где ( ) 1 y t , а   – некоторое, в общем случае малое, число, которое может быть уменьшено за счет вы-
бора закона управления. Физический смысл цели управления (24) заключается в поддержании заданного 
соотношения воздух/топливо в горючей смеси, впрыскиваемой в цилиндр. Легко видеть, что цель управ-
ления вида (24) соответствует представленной ранее задаче управления по выходу линейными стацио-
нарными параметрически неопределенными объектами (условие (5)).  

Таким образом, все шесть прикладных примеров удовлетворяют обобщенным математическим 
моделям, рассмотренным в постановочной части. 

 

Метод последовательного компенсатора 
 

Большинство из сформулированных задач (и относящихся к ним приложений) может быть решено 
с использованием ставших уже классических методов адаптивного управления, рассмотренных подробно 
в обзорах [3, 5] и монографиях [2, 4, 9]. В данной статье авторы не видят смысла повторять работы [2–
5, 9] и предлагают читателю достаточно новый подход к адаптивному управлению по выходу – «метод 
последовательного компенсатора», базирующийся на теореме о пассификации А.Л. Фрадкова [42–45]. 

Для простоты рассмотрения ограничимся задачей стабилизации нелинейного объекта управления 
вида (17), (18) в отсутствии возмущения и запаздывания. Более подробно с данным методом и различ-
ными его вариациями можно познакомиться в монографии [61]. Представим нелинейную систему (17), 
(18) в форме вход–выход 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

b p c py u y
a p a p

   , (25) 
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где измеряется выходная переменная ( )y y t , но не ее производные; 1 0( ) ...   m
mb p b p b p b , 

1
1 1 0( ) ...
    r r

r rc p c p c p c p c  и 1
1 1 0( ) ...
    n n

na p p a p a p a  – полиномы с неизвестными пара-

метрами; r 1 n ; передаточная функция ( ) / ( )b p a p  имеет относительную степень   n m ; полином 

( )b p  гурвицев, коэффициент 0mb ; неизвестная функция ( )y  удовлетворяет неравенству (20). В каче-
стве цели управления зададимся обеспечением условия (22) (в случае возмущенного движения необхо-
димо было бы выполнить неравенство (23)). 

Как и в [45], выберем закон управления следующим образом: 
ˆ( )( )u p y     ,  (26) 

где число 0    и полином (p)  степени 1  выбираются из соображений гурвицевости полинома 
( ) ( ) ( )a p b p p  , положительный параметр   предназначен для компенсации неопределенности ( )y , 

а функция ˆ( )y t  является оценкой выхода ( )y t и  формируется алгоритмом вида  

1 2

2 3

1 1 1 2 2 1 1 1

,

,
...

( ... ),  

  

  


          




 k k k k y

  (27) 

 1ˆ  y , (28) 
где число      , а коэффициенты ik  рассчитываются из требований асимптотической устойчивости 
системы (27) при нулевом входе y . 

Очевидно, что закон управления (26)–(28) является практически реализуемым, так как содержит 
известные или измеряемые сигналы. 

Подставляя (26) в уравнение (25), получаем 

 ( ) ( ) ( ) ( )ˆ[ ( )( ) ] ( ) [ ( )( ) ( )( ) ] ( )
( ) ( ) ( ) ( )

b p c p b p c py p y y p y p y
a p a p a p a p

                   . (29) 

Проводя несложные преобразования, для (29) имеем 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[( ) ] ( ) ( )a p y p b p y b p p y c p y           ,  

принимая обозначения ( ) ( ) ( ) ( )p a p p b p    и ( ) ( ) ( )p p b p   , для системы (29) получаем 

( ) c( )[ ( ) ] ( )
( ) ( )

p py y y
p p


        
 

, (30) 

где невязка (функция отклонений) равна 
ˆ  y y . 

Теперь представим модель вход–выход (30) в виде модели вход–состояние–выход 
( ( ) ) ( )y y          x Ax b q , (31) 

Ty  c x , (32) 
где nRx  – вектор переменных состояния модели (32); A , b , q  и c  – соответствующие матрицы пе-
рехода от модели вход–выход к модели вход–состояние–выход, причем можно указать симметрическую 
положительно определенную матрицу P , удовлетворяющую двум следующим матричным уравнениям 
(подробнее см. [45]): 

1
T   A P PA Q ,  Pb c ,  

где 1 1
TQ Q  – положительно определенная матрица, причем ее значения зависят от параметра   и не 

зависят от параметра  . 
Перепишем (27), (28) в векторно-матричной форме 

1( )  ξ Γξ d k y , ˆ Ty  h ξ ,          
где  
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1 2 3 1

0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
0 0 0 ... 0

...k k k k

 
 
 
 
 
 
     

Γ
    

, 

0
0
0

1

 
 
 
 
 
 
  

d


 и 

1
0
0

0

 
 
 
 
 
 
  

h


.  

Введем в рассмотрение вектор отклонений y η h ξ , тогда в силу структуры матрицы h  невязка 
  примет вид 

ˆy y   ( )     h h h ξ h h h ηT T T Ty y .    
Для производной от η  получим 

1( ( ) )y y k y    η h Γ h η d  1( )hy k y   d Γh .  
Так как 1k  d Γh  (проверяется подстановкой), то  

y  η h Γη  , (33) 
T  h η , (34) 

где матрица Γ  в силу расчета коэффициентов ik  модели (27) имеет собственные числа с отрицательной 
вещественной частью  и удовлетворяет уравнению Ляпунова  

2
T   Γ N NΓ Q ,     

где  TN N  и 2 2
TQ Q  – положительно определенные матрицы. 

Условия применимости закона управления (27)–(29) для стабилизации системы (31), (32), (33), 
(34) приведены в следующей теореме. 

Т е о р е м а .  Пусть полином ( )b p  гурвицев, порядок полинома ( )c p  r 1 n , число   выбрано 

так, что передаточная функция ( )( )
( )





pG p
p

 СПВ и функция ( ) y  удовлетворяет следующим допуще-

ниям: 
(0) 0  , 

0 0
( )

  
yC C

y
 для любых 0y ,     

где число 0 0C . Тогда существует число       такое, что система (31), (32), (33), (34) экспонен-
циально устойчива. 

Доказательство теоремы приведено в [45]. Из экспоненциальной устойчивости системы (31), (32) 
следует выполнение цели управления lim ( ) 0




t
y t . 

Теперь дадим рекомендации по настройке параметров регулятора. Возможным вариантом на-
стройки коэффициентов , ,    является их увеличение до тех пор, пока не будет выполнено целевое 
условие следующего вида (например, [61]): 

( )  y t  при 1t t ,        
где число   задается разработчиком системы управления. Для реализации этой идеи можно воспользо-
ваться алгоритмом настройки вида 

0

( ) ( )   
t

t

k t d ,                 

где   k , а функция ( ) t  рассчитывается следующим образом: 

0 при ( ) ,
( )

0 при ( ) ,
      

y t
t

y t
     

где  число 0 0  . 
Выберем   следующим образом: 

 2
0   k ,                     

где число 0 0  . Работоспособность данного алгоритма обоснована в монографии [61]. 
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Заключение 
 

Авторы надеются, что им удалось хотя бы частично осветить проблематику адаптивного управле-
ния по выходу для различного типа сложных динамических систем. Теоретические методы и алгоритмы 
управления, представленные в рамках данного обзора, на взгляд авторов, имеют широкие перспективы 
для их практического использования. Однако современные технические приложения не позволяют огра-
ничиться представленными в статье методами управления. Одной из наиболее серьезных и не имеющих, 
на взгляд авторов, успешных решений является задача синтеза адаптивного регулятора в условиях, когда 
сигнал управления содержит запаздывание, т.е. ( )  u u t . Для линейных стационарных асимптотиче-
ски устойчивых параметрически неопределенных объектов эта задача решена, но для неустойчивых и 
нелинейных систем проблема в целом остается открытой. Другая не менее важная прикладная задача это 
адаптивное и робастное управление в условиях помех измерений выходной переменной, т.е. рассматри-
вается объект вида (17), (18)  

r

i i
i 1

x x u w


    A G B B , y y x      H ,  

в котором измеряется не переменная y x H , а некоторый сигнал  yy , содержащий помехи изме-
рения  .  
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