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ИССЛЕДОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ  

С ТРЕМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ 
С.Е. Иванов  

 

Рассматривается математическая модель динамической системы с тремя степенями свободы, с нелинейными правы-

ми частями в виде многочленов до четвертой степени от фазовых переменных с постоянными и периодическими 

параметрами. Методом многочленных преобразований уравнения движения системы приводятся к автономному 

виду. Определяются существенные константы, характеризующие переходные процессы и установившиеся режимы 

колебаний. Приводится алгоритм метода многочленных преобразований и алгоритмические формулы программной 

реализации метода. 

Ключевые слова: нелинейная система с тремя степенями свободы, методы исследования нелинейных систем, уста-

новившийся режим колебаний.  
 

Введение 
 

Рассматриваются нелинейные колебательные динамические системы с периодическими коэффи-

циентами [1, 2]. Динамические системы описываются системой дифференциальных уравнений шестого 

порядка с нелинейной частью в виде многочлена до четвертой степени относительно фазовых координат 

с постоянными и периодическими коэффициентами [3]. Метод многочленных преобразований, предло-

женный Г.И. Мельниковым, является общим методом исследования нелинейных систем с конечным чис-

лом степеней свободы [4]. В результате применения метода система преобразуется к автономному виду. 

Метод многочленных преобразований обеспечивает минимизацию количества параметров нелинейной 

динамической системы. Выделяются существенные константы, определяющие свойства динамической 

системы. Преобразованная система содержит на порядок меньше ненулевых коэффициентов, чем исход-

ная. Сокращение количества ненулевых коэффициентов существенно упрощает исследование сложных 

нелинейных динамических систем, переходных и установившихся процессов исследуемых систем [5]. 

Для исследования установившихся и переходных режимов колебаний нелинейных динамических систем 

с тремя степенями свободы приведены алгоритмические формулы для программной реализации метода и 

составлен пакет программ. 
 

Метод исследования динамической системы 
 

Рассмотрим математическую модель нелинейной динамической системы с тремя степенями сво-

боды, с правыми частями в виде многочленов до четвертой степени относительно фазовых переменных с 

постоянными и периодическими параметрами. Дифференциальные уравнения движения представлены в 

общем виде: 
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где Tqqqq ],,[ 321 – вектор обобщенных координат; CBA ,,  – матрицы третьего порядка; 

)(),( 8765432121  – векторные индексы, 82121 ...,  . 

Применяется предположение, что характеристическое уравнение 0]det[ 2  CBA  имеет три 

пары комплексно-сопряженных корней ss  ,  с малыми отрицательными вещественными частями и 

компонентами вектора нелинейных частей   ||,|| ss hg . 

Приведем алгоритмические формулы метода многочленных преобразований, применимые для 

программной реализации метода.  

Вводятся комплексно-сопряженные переменные: 
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Систему (1) можно переписать в виде системы восьми дифференциальных уравнений первого по-

рядка в нормальной форме Коши с фазовым вектором  TqqqqqqqqX 32132100   

RPXX  ,                                                                                                                                              (3) 
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где постоянная квадратная блочная матрица восьмого порядка имеет вид 
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Линейным преобразованием  

DXY                                                                                                                                                         (4) 

линейная часть системы (3) приводится к диагональному виду:  

YDX
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 ,  

где  

],,...,,[diag 4411  .                                                                                                                          (5) 

Выполняется преобразование, содержащее многочлены четвертой степени:  
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где sa  – неизвестные коэффициенты преобразования. 

Введенные комплексно-сопряженные переменные не преобразовываются ss zy  )2,1( s . 

Результатом многочленного преобразования является автономная система 
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где sq – искомые коэффициенты преобразованной системы.  

Особые значения векторного индекса при фиксированном s, находятся как целочисленные неот-

рицательные решения двух уравнений [6]: 
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Постоянные sq  приравниваем к нулю при неособых значениях индексов; при таких значениях 

вычисляют постоянные sa . И, наоборот, при особых значениях индексов полагают коэффициенты sa  

равными нулю и вычисляют sq . 

В нерезонансном случае из уравнений (8) находим следующие особые индексы: 

при 3 (0,0,1,0,0,0,1,1), (0,0,1,0,1,1,0,0), (0,0,2,1,0,0,0,0), (1,1,1,0,0,0,0,0)q         , 

при 5 (0,0,0,0,1,0,1,1), (0,0,0,0,2,1,0,0), (0,0,1,1,1,0,0,0), (1,1,0,0,1,0,0,0)q         , 

при 7 (0,0,0,0,0,0,2,1), (0,0,0,0,1,1,1,0), (0,0,1,1,0,0,1,0), (1,1,0,0,0,0,1,0)q         . 

В преобразованной системе (7) сделаем замену переменных: 

)(exp;7,5,3)),Im((exp)),Im((exp 2,111   itzstiztiz ssssssss .                            (9) 

В результате получаем дифференциальное уравнение 

7,5,3),Im(),Re()Re( 1   ssssssss
 .                                                                             (10) 

В нерезонансном случае [7] экспонента не входит в систему (10), так как ее степень равна нулю. 

Стационарные решения можно найти, приравнивая к нулю правые части системы (10).  

Получив решение преобразованной системы и подставив его в формулы замены переменных (9), 

найдем вектор Z . Вектор Y  (5) выражается через вектор Z  по формулам многочленной замены (6). Ре-

шение системы (1), вектор X , выражается через вектор Y  по формулам замены, обратной линейной (4): 

YDX 1 . 

Получены алгоритмические формулы для расчета коэффициентов преобразования и преобразо-

ванной системы: 
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Приравнивая в (11) коэффициенты при одинаковых степенях Z , получаем систему алгебраических 

уравнений для определения неизвестных коэффициентов преобразования и преобразованной системы. 

В форме символьных преобразований многочленов разработана программа для исследования ме-

тодом многочленных преобразований нелинейных систем с тремя степенями свободы.  



ОСОБЕННОСТИ КОНСТРУИРОВАНИЯ КРУПНОГАБАРИТНОГО ЭЛЕКТРОПРИВОДА…  

Научно-технический вестник Санкт-Петербургского государственного университета  
информационных технологий, механики и оптики, 2011, № 4 (74) 

64 

Заключение 
 

Приводится схема метода многочленных преобразований для исследования нелинейных динами-

ческих систем с тремя степенями свободы. Получены алгоритмические формулы метода, удобные для 

составления программ с использованием символьных вычислений. Разработан пакет программ для ис-

следования методом нелинейных задач. Методом многочленных преобразований нелинейная периодиче-

ская система приводится к автономному виду. Метод позволяет получить качественные и количествен-

ные характеристики динамических систем, исследовать установившиеся и переходные режимы динами-

ческих систем, находящихся в условиях периодического внешнего воздействия. Определены существен-

ные динамические константы динамической системы, характеризующие переходные процессы и устано-

вившиеся режимы движения системы. 

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ 10-08-01046-а. 
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