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НА КАЧЕСТВО КОЛЛИМАЦИОННОГО ПЕРЕСЧЕТА 
А.В. Смирнов, Д.Д. Захаров, Б.А. Федоров 

 
Для ориентированных однородных цилиндров получены интенсивности малоуглового рентгеновского рассеяния, в 

них внесены коллимационные искажения. На основе развитых ранее методов коллимационного пересчета рассчита-

ны восстановленные интенсивности рассеяния, которые сравнивались с неискаженными интенсивностями. Показа-

но, что возникающая при этом относительная погрешность составляет несколько процентов, что свидетельствует о 

высоком качестве коллимационного пересчета. Показано также, что внесение в искаженные интенсивности рассея-

ния статистического шума в 1% и 4% – что соответствует реальным условиям рентгеновского эксперимента – лишь 

незначительно ухудшает совпадение исходных и восстановленных интенсивностей рассеяния. 

Ключевые слова: малоугловое рентгеновское рассеяние, ориентированные однородные цилиндры, метод базисных 

функций, итерационный метод Фридмана. 

 

Введение 

 

Использование коллимационных щелей при рентгеновском малоугловом рассеянии приводит к 

искажению экспериментальных индикатрис, что существенно затрудняет их интерпретацию с точки зре-

ния структуры рассеивающего объекта [1]. Для устранения этого недостатка необходимо ввести колли-

мационные поправки, позволяющие перейти от «искаженной» интенсивности рассеяния J при  коллима-

ционной системе «щель–щель» к «точечной» интенсивности рассеяния I при  коллимационной системе 

«точка–точка». В случае изотропных объектов, для которых интенсивность зависит только от угла рассе-

яния  , такие поправки вносятся сравнительно легко [2–5].  Для анизотропных объектов интенсивности 

),( J  и ),( I  являются двухпараметрическими функциями, зависящими как от угла рассеяния  , так 

и от угла поворота   рассеивающего образца относительно коллимационной щели. При этом задача 

внесения коллимационных поправок становится несравненно более сложной [6]. 

В недавней работе [7] для решения этой задачи были развиты два метода. Первый из них – метод ба-

зисных функций (МБФ) [8] – состоит в том, что экспериментальная интенсивность рассеяния представля-

ется в виде линейной комбинацией двухмерных базисных функций и с помощью модифицированного ме-

тода наименьших квадратов достигается наилучшее согласие между исходной экспериментальной интен-

сивностью рассеяния и интенсивностью, полученной с помощью разложения по базисным функциям. Вто-

рой метод – модифицированный метод Фридмана (ММФ), основанный на итерационном методе Фридмана 

[9], существенно дополненном в соответствии с особенностями настоящей задачи.  Показано, что оба мето-

да дают достаточно высокую точность коллимационного пересчета как в случае рассеяния на ряде анизо-

тропных модельных объектов, так и в случае экспериментальных индикатрис рассеяния при анизотропном 

рассеянии на отожженных пленках из высокоориентированного полиэтилена.  

В настоящей работе с помощью указанных методов рассмотрен еще один модельный объект – 

ориентированные цилиндры разной вытянутости, и на его основе проведена оценка влияния эксперимен-

тальных погрешностей на относительную ошибку, возникающую при внесении коллимационных попра-

вок. 

 

Основы метода базисных функций и модифицированного метода Фридмана [7] 

 

    



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
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где  W  – «весовая функция», зависящая только от параметров рентгеновской установки; ),( I  – то-

чечная интенсивность рассеяния, рассчитанная для выбранной анизотропной модели в условиях точеч-

ного источника и точечного приемника рентгеновского излучения; ),( J  – искаженная интенсивность 

рассеяния, рассчитанная по формуле (1) с учетом параметров используемой коллимационной системы; 

),(
~

J  – зашумленная («псевдоэкспериментальная») интенсивность рассеяния; ),(
~

I  – восстановлен-
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ная точечная интенсивность рассеяния, рассчитанная  на основе развитых методов (МБФ и ММФ); 

),(
~

J  – восстановленная искаженная интенсивность рассеяния, рассчитанная по формуле (1) с исполь-

зованием ),(
~

I  как новой точечной интенсивности. 

МБФ. Введем f  – норму в пространстве квадратично интегрируемых функций двух перемен-

ных  и :  







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max

min

max
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),(2 ddff . С использованием данной нормы относительное отклонение 

функции 1f  от функции 2f  можно определить как  
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21,
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ff
ff
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Выбираются базисные функции ),,2,1( nifi   так, чтобы их линейная комбинация 



n
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ii fcI
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могла хорошо описывать I . Для этих функций должны существовать такие коэффициенты nccc ,,, 21  , 

для которых относительное отклонение  II  ,  является достаточно малой величиной.  

Рассмотрим уравнение )(IAJ  . Исходя из линейности оператора A , 



n

i

iiFcJ

1

, где 

  ),...,2,1( nifAF ii  . В поставленной задаче I  является искомой функцией, и представить ее разложе-

ние по базисным функциям в явном виде нельзя. Однако можно найти для экспериментальной интенсив-

ности J  ее приближение как разложение J   по функциям iF . При корректном выборе функций if  

можно определить коэффициенты, для которых  JJ  ,  будет достаточно малым. Эти коэффициенты 

будут использованы для построения восстановленной точечной интенсивности 

 



n

i

ii fcI

1

. (2) 

Так как исходная задача некорректна, то, очевидно, одной экспериментальной функции J  соот-

ветствует множество решений I , для которых выполняется уравнение )(IAJ  .Для того чтобы сузить 

класс решений, следует: а) выбрать базисные функции, наилучшим образом соответствующие данной 

задаче; б) ввести дополнительные ограничения на решение, используя его известные свойства. Двухмер-

ные базисные функции if  были построены как прямое произведение одномерных кубических  

B-сплайнов [10]. 

Для получения коэффициентов разложения по базисным функциям использовался метод 

наименьших квадратов (МНК), который был модифицирован исходя из двух положений. Первое состоит 

в том, что при применении МНК к быстро спадающим функциям возникают коэффициенты ic , имеющие 

большие значения и противоположные знаки. При этом в решении появляются нежелательные осцилля-

ции, которых не должно быть в искомой функции. Второе положение связано с тем, что для нулевого 

угла рассеяния ( 0 ) точечная интенсивность должна оставаться постоянной при изменении угла  , 

т.е. const),0( I . 

Математический формализм, развитый с учетом указанных положений, приводит к системе ли-

нейных уравнений относительно коэффициентов ic : 
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Здесь kk  ,  – значения угла рассеяния и угла поворота образца, для которых получена экспери-

ментальная интенсивность; M  – общее число экспериментальных точек; K  – множество точек, соответ-

ствующих min ; KN  – количество точек в множестве K ; а 1  и 2  – параметры, выбор которых 

детально рассмотрен в [4]. 
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ММФ. Согласно классическому итерационному методу Фридмана выбирается начальное прибли-

жение 0I  (например,   0,0 I ), и каждое последующее приближение в каждой точке ),( q  получает-

ся на основе рекуррентного соотношения  

 ),(),(),(),(1  nnn JJII ,  (4)  

где )( nn IAJ  , )(IA  – интегральный оператор, а   – числовой параметр, регулирующий скорость схо-

димости решения.  

Согласно (4), для приближения к точному решению нужно изменить значение nI  в каждой точке 

),(   так, чтобы разность  ),(),(  nJJ  уменьшилась. Однако проблема заключается в том, что 

изменение значения nI  в точке ),(   может привести к изменению значения nJ  не в точке ),(  , а во 

множестве других точек. В этом случае изменение nI  в точке ),(   на основе разности 

 ),(),(  nJJ  теряет смысл. Для исправления этого недостатка необходимо учесть влияние значения 

),( nI  на значения nJ  в различных точках. Вводится и обосновывается «функция влияния» 

),,,(  ,  которая учитывает влияние аргумента оператора A (функции nI ) в точке ),(   на значение 

функции nJ  в другой точке ),(  . 

Итерационная процедура (4) с учетом «функции влияния» может быть представлена в виде 
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Выбор оптимального количества итераций оптn , а также регулировочного параметра   описан в 

работе [7]. 

 

Оценка эффективности методов коллимационного пересчета  

на примере однородных ориентированных цилиндров 

 

Из общей теории дифракции [11] следует, что если в реальном пространстве (x,y,z) цилиндр ориен-

тирован по оси z, то в обратном пространстве (X,Y,Z), его интенсивность рассеяния имеет вид 
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где d – диаметр цилиндра, b – его высота. При переходе в координаты   и  в формуле (6) следует вы-

брать 0X , 





sin
Y  и 






cos
Z .  

В работе рассмотрены два цилиндра с одинаковым радиусом, но разной высотой. Интенсивность 

рассчитывалась в интервале углов мрад 5,10мрад 5,0   и 2/0   при длине волны 

CuKα = 0,1542 нм. 

Для оценки влияния экспериментальной погрешности на качество коллимационного пересчета в 

искаженную (экспериментальную) интенсивность J рассеяния  в каждой точке  kk  ,  вносился стати-

стический «шум», распределенный по нормальному закону со средним квадратичным отклонением  

     0,010,, 4 JJ kkkk
 ,  

причем  в качестве общей относительной  погрешности интенсивности (в %) выбиралось  JJ
~

, , где J
~

– 

зашумленная интенсивность. Уровень шума можно менять, умножая интенсивность J во всех точках на 

один и тот же коэффициент. Для зашумленных («псевдоэкспериментальных») интенсивностей, получен-

ных  с разным уровнем шума  JJ
~

, , рассчитывались обоими методами восстановленные точечные 

),(
~

I  интенсивности,  и на их основе с использованием формул (2) или (5) рассчитывались соответ-

ствующие восстановленные искаженные интенсивности рассеяния ),(
~

J . 

Параметры цилиндра: d = 20 нм, b = 40 нм. Исходя из выражения (6), была рассчитана точечная 

интенсивность рассеяния цилиндра ),( I  (рис. 1, а), а по формуле (1) – искаженная интенсивность 

),( J , в которую был внесен  «шум» в 1% и 4%, и получены зашумленные («псевдоэксперименталь-

ные») интенсивности ),(
~

J (рис. 2, а). На приводимых ниже рисунках представлены интенсивности, 

относящиеся только к шуму в 4%. 
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МБФ.  По формулам (2) и (3) для ),( J  были рассчитаны восстановленная точечная ),( I  и на 

ее основе – восстановленная искаженная ),( J  интенсивности рассеяния. Для зашумленных интенсив-

ностей ),(
~

J  рассчитывались соответствующие восстановленные точечные интенсивности ),(
~

I  

(рис. 1, b). Далее на основе полученных функций ),(
~

I  по формуле (1) вновь рассчитывались восстанов-

ленные искаженные интенсивности рассеяния ),(
~

J  как для шума в 1%, так и для шума в  4% (рис. 2, b). 

ММФ.  По формуле (5) для ),( J  были рассчитаны восстановленная точечная ),( I  и на ее ос-

нове – восстановленная искаженная ),( J  интенсивности рассеяния. Для зашумленных интенсивностей 

),(
~

J  (рис. 2, а) по формуле (5) рассчитывались соответствующие восстановленные точечные интенсив-

ности ),(
~

I  (рис. 1, с). Далее на основе полученных функций ),(
~

I  по формуле (5) вновь рассчитыва-

лись восстановленные искаженные интенсивности рассеяния ),(
~

J  для шума в 1% и 4% (рис.  2, с). 

   
 a b c 

Рис. 1. Интенсивности рассеяния однородным ориентированным цилиндром с параметрами d = 20 нм, 

b = 40 нм: (а) – точечная интенсивность ),( I ; (b) – восстановленная точечная интенсивность ),(
~

I , 

МБФ, «шум» в 4%;  (с) – восстановленная точечная интенсивность ),(
~

I , ММФ, «шум» в 4% 

   
 a b c 

Рис. 2. Интенсивности рассеяния однородным ориентированным цилиндром с параметрами d = 20 нм, 

 b = 40 нм: (а) – зашумленная («псевдоэкспериментальная») интенсивность ),(
~

J ; 

 (b) – восстановленная искаженная интенсивность ),(
~

J , МБФ, «шум» в 4%;  

(с) – восстановленная искаженная интенсивность ),(
~

J ,ММФ, «шум» в 4% 

 

Параметры цилиндра: d = 20 нм, b = 80 нм. Исходя из выражения (6), была рассчитана точечная 

интенсивность рассеяния цилиндра ),( I  (рис. 3, а), а по формуле (1) – искаженная интенсивность 

),( J , в которую был внесен «шум» в 1% и 4%, и получены зашумленные («псевдоэксперименталь-

ные») интенсивности ),(
~

J  (рис. 4, а). На приводимых ниже рисунках представлены интенсивности, 

относящиеся только к шуму в 4%. 

МБФ.  По формулам (2) и (3) для ),( J  были рассчитаны восстановленная точечная ),( I  и на 

ее основе – восстановленная искаженная ),( J  интенсивности рассеяния. Для зашумленных интенсивно-

стей ),(
~

J  рассчитывались соответствующие восстановленные точечные интенсивности ),(
~

I  

(рис. 3, b). Далее на основе полученных функций ),(
~

I  по формуле (1) вновь рассчитывались восстанов-

ленные искаженные интенсивности рассеяния ),(
~

J  как для шума в 1%, так и для шума в 4% (рис. 4, b). 
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ММФ.  По формуле (5) для ),( J  были рассчитаны восстановленная точечная ),( I   и на ее 

основе – восстановленная искаженная ),( J  интенсивности рассеяния. Для зашумленных интенсивно-

стей ),(
~

J  по формуле (5) рассчитывались соответствующие восстановленные точечные интенсивно-

сти ),(
~

I  (рис. 3, с). Далее на основе полученных функций ),(
~

I  по формуле (5) вновь рассчитыва-

лись восстановленные искаженные интенсивности рассеяния ),(
~

J  для шума в 1% и 4% (рис. 4, с). 

 

   
 a b c 

Рис. 3. Интенсивности рассеяния однородным ориентированным цилиндром с параметрами d = 20 нм, 

b = 80 нм: (а) – точечная интенсивность ),( I ; (b) – восстановленная точечная интенсивность ),(
~

I , 

МБФ, «шум» в 4%; (с) – восстановленная точечная интенсивность ),(
~

I , ММФ, «шум» в 4% 

   
 a b c 

Рис.  4. Интенсивности рассеяния однородным ориентированным цилиндром с параметрами d = 20 нм, 

b = 80 нм: (а) – зашумленная («псевдоэкспериментальная») интенсивность ),(
~

J ; (b) – восстановленная  

искаженная интенсивность ),(
~

J , МБФ, «шум» в 4%; (с) – восстановленная искаженная 

 интенсивность ),(
~

J , ММФ, «шум» в 4% 
 

Заключение 
 

Результаты, отражающие качество коллимационного пересчета, представлены в таблице. 

   

Уровень 

шума 

Метод базисных  

функций 

Модифицированный  

метод Фридмана 

Расхождение 

результатов 

1 2 3 4 5 6 7 8 

 JJ
~

, , %  II
~

,  , %  JJ
~

,
~

 ,%  JJ
~

,  ,%  II
~

,  ,%  JJ
~

,
~

 ,%  JJ
~

,  ,%  ММФМБФ
~

,
~

II  ,% 

Однородный ориентированный цилиндр с параметрами d = 20 нм, b = 40 нм 

0 1,0 0,6 0,6 3,3 0,8 0,08 2,6 

1,0 1,4 1,1 0,6 3,1 0,9 0,3 2,9 

4,0 2,5 4,0 1,0 3,4 3,8 0,9 2,8 

Однородный ориентированный цилиндр с параметрами d = 20 нм, b = 80 нм 

0 2,7 0,8 0,8 3,8 0,3 0,3 2,6 

1,0 3,4 1,4 1,1 3,9 0,9 0,4 5,3 

4,0 5,6 4,1 1,5 4,8 3,8 1,1 5,2 
 

Таблица. Относительное расхождение между интенсивностями: точечной и точечной восстановленной; 
искаженной и искаженной восстановленной для рассеяния на однородном ориентированном цилиндре  

при различном уровне вносимого «шума» 
 

Из анализа этой таблицы можно сделать следующие заключения. 



АНАЛИЗ И УЧЕТ КОЛЛИМАЦИОННЫХ ИСКАЖЕНИЙ…  
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1. Погрешность восстановления как точечных, так и искаженных интенсивностей рассеяния нигде не 

превышает нескольких процентов даже с учетом «псевдоэкспериментальной» зашумленности.  

2. Оба метода дают приблизительно одинаковый результат внесения коллимационных поправок, хотя, 

как можно видеть из сравнения столбцов 2 и 5, МБФ «работает» несколько лучше, если «шум» не 

слишком большой и цилиндры не слишком вытянутые. Из сравнения точечных интенсивностей рас-

сеяния, восстановленных методами МБФ и ММФ (столбец 8), следует, что результаты применения 

обоих методов согласуются с точностью в несколько процентов. 

3. Зашумление искаженной интенсивности, т.е. переход от J  к J
~

, естественно, приводит к появлению 

расхождения между этими функциями (столбец 1). Интересно, однако, отметить, что если эту зашум-

ленную искаженную интенсивность J
~

 «пропустить» через двойной коллимационный пересчет 

J
~
 I

~
 J

~
 , то полученная восстановленная искаженная интенсивность J

~
  оказывается заметно 

ближе к незашумленной искаженной интенсивности J , чем просто зашумленная искаженная интен-

сивность J
~

: ср. столбцы 1 и 4 (МБФ) и 1 и 7 (ММФ). Эту закономерность можно также проследить 

при сравнении рис. 2, а–с, (цилиндр 2040) и рис.  4, а–с, (цилиндр 2080). Как видно, поверхности J
~

 

на рис. 2, а, и рис. 4, а, оказываются существенно более шероховатыми по сравнению с поверхностя-

ми J
~
  на рис. 2, b, с, и рис. 4, b, с, соответственно. 
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