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Рассматриваются концепции и методы визуального представления результатов численных исследований задач механи-
ки жидкости и газа. Трехмерность моделируемого нестационарного течения создает существенные трудности для визу-
ального представления результатов, затрудняя контроль и понимание численных данных, а также работу и обмен с 
полученной информацией о поле течения. Обсуждаются подходы к визуализации вихревых течений с использованием 
градиентов основных и производных скалярных и векторных полей. Дается обзор методов визуализации вихревых те-
чений, использующих различные определения вихря и критерии его идентификации. Приводятся примеры визуализа-
ции решений ряда задач газовой динамики, связанных с расчетами течений в струях и в кавернах. Развиваются пред-
ставления о вихревой структуре свободной неизотермической струи и формировании когерентных вихревых структур в 
слое смешения. Проводится анализ закономерностей формирования пространственных потоков внутри крупномас-
штабных вихревых структур в пределах замкнутого пространства кубической каверны с подвижной стенкой. На основе 
численных расчетов находятся особые точки вихревого течения жидкости в кубической каверне, определяется их тип и 
местоположение в зависимости от числа Рейнольдса. Расчеты проводятся с использованием подробных сеток и совре-
менных подходов к моделированию вихревых течений (прямое численное моделирование и моделирование крупных 
вихрей). Для визуального представления результатов численного моделирования применяется парадигма графического 
программирования и виртуальная среда COVISE. Приложение, реализующее визуализацию задачи, представляется в 
виде сети, звеньями которой являются модули, каждый из которых предназначен для решения специфической задачи. 
Взаимодействие между модулями осуществляется при помощи входных и выходных портов (прием и передача дан-
ных), что позволяет использовать различные устройства ввода и вывода данных. 
Ключевые слова: научная визуализация, вычислительная газовая динамика, вихрь, турбулентность, струя, каверна. 
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The paper deals with conceptions and methods for visual representation of research numerical results in the problems of fluid 
mechanics and gas. The three-dimensional nature of unsteady flow being simulated creates significant difficulties for the 
visual representation of results. It complicates control and understanding of numerical data, and exchange and processing of 
obtained information about the flow field. Approaches to vortical flows visualization with the usage of gradients of primary 
and secondary scalar and vector fields are discussed. An overview of visualization techniques for vortical flows using 
different definitions of the vortex and its identification criteria is given. Visualization examples for some solutions of gas 
dynamics problems related to calculations of jets and cavity flows are presented. Ideas of the vortical structure of the free 
non-isothermal jet and the formation of coherent vortex structures in the mixing layer are developed. Analysis of formation 
patterns for spatial flows inside large-scale vortical structures within the enclosed space of the cubic lid-driven cavity is 
performed. The singular points of the vortex flow in a cubic lid-driven cavity are found based on the results of numerical 
simulation; their type and location are identified depending on the Reynolds number. Calculations are performed with fine 
meshes and modern approaches to the simulation of vortical flows (direct numerical simulation and large-eddy simulation). 
Paradigm of graphical programming and COVISE virtual environment are used for the visual representation of computational 
results. Application that implements the visualization of the problem is represented as a network which links are modules and 
each of them is designed to solve a case-specific problem. Interaction between modules is carried out by the input and output 
ports (data receipt and data transfer) giving the possibility to use various input and output devices. 
Keywords: scientific visualization, computational fluid dynamics, vortex, turbulence, jet, cavity. 
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Введение 
 

Визуализация в вычислительной газовой динамики (Computational Fluid Dynamics, CFD) представ-
ляет собой заключительный этап моделирования (рис. 1), необходимый для анализа структуры течения и 
выяснения механизмов переноса в потоках жидкости и газа [1, 2]. Вычислительный процесс предостав-
ляет информацию о полях скорости, давления и температуры, а также о распределениях переносимых 
величин, изменяющихся во времени. 

 
 

Рис. 1. Основные этапы численного моделирования 
 

Методы графического представления моделируемых течений развиваются на основе опыта экспе-
риментального наблюдения течений жидкости и газа, визуализируемых за счет введения красящих доба-
вок, инжекции струек дыма, гелиевых пузырьков или механических включений в движущуюся среду с 
использованием оптических методов наблюдения. Применяются традиционные способы построения ли-
ний тока и траектории отмеченных частиц, а для выделения зон резкого изменения давления в заданных 
областях течения – приемы специальной фототехники. 

Полученные в расчетах данные существуют в виде полей скалярных или векторных величин 
(рис. 2). Изображение линий уровня и заливка цветом, использование стрелок со своим масштабом и на-
правлением, соответствующим представляемой векторной величине, и построение линий тока представ-
ляют собой графические технологии, наиболее широко используемые для изображения результатов рас-
четов. Программные средства визуализации позволяют создавать цветные картины полей течений с раз-
ными палитрами и имитацией прозрачности выделенных объектов. Использование цветных карт с пере-
менными палитрами позволяет ориентироваться в структуре моделируемого течения при обработке ре-
зультатов [3]. 

 
 

Рис. 2. Визуализация расчетных данных 
 

Геометрические методы основаны на численном интегрировании системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, позволяя построить линии тока или траектории частиц жидкости (streamlines, 
pathlines). Основная проблема состоит в выборе достаточного количества точек, необходимых для визуа-
лизации картины течения. На практике такой выбор делается как интерактивным способом, так и авто-
матически при помощи анализа плотности интегральных кривых [4] или триангуляции Делоне [5]. 
Имеющиеся подходы ограничиваются стационарными двумерными течениями или трехмерными тече-
ниями с периодической структурой в одном из пространственных направлений [6, 7]. Для визуализации 
стационарных трехмерных векторных полей применяются интегральные поверхности [8] с применением 
адаптивных подходов [9]. Двухшаговые подходы к визуализации нестационарных трехмерных вектор-
ных полей на структурированных сетках предлагаются в работе [10], а на неструктурированных сетках – 
в работе [11]. В стационарном поле течения методы построения интегральных поверхностей оказывают-
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ся в 10 раз более затратными с вычислительной точки зрения, чем методы генерации интегральных кри-
вых, а в нестационарном случае — в 100–1000 раз. 

В топологических подходах векторное поле течения представляется в виде набора линий тока, что 
позволяет определить локальное направление потока и найти критические точки, а также другие сингу-
лярности. При этом тип критической точки определяет локальную картину течения в ее окрестности. Тип 
критической точки зависит от собственных чисел якобиана [12] (комплексные собственные числа соот-
ветствуют вращению, положительная вещественная часть – источнику, отрицательная вещественная 
часть – стоку). 

Методы визуализации особенностей течения позволяют идентифицировать вихревые структуры и 
вихревые линии, а также линии отрыва и присоединения потока, основываясь на тех или иных определе-
ниях и критериях. Для визуализации вихревых областей потока используются пороговые значения дав-
ления и завихренности [3]. 

В отличие от геометрических и топологических подходов, в которых проводится анализ отдель-
ных точек, линий или поверхностей, в текстурных подходах визуализируется общая картина течения, что 
делает их близкими к методам экспериментальной визуализации [13]. Визуализация производится при 
помощи вычисления свертки векторного поля скорости и белого шума (интегрирование выполняется 
вдоль линий тока). Результаты расчетов интегралов (line integral convolution, LIC) нормализуются, что 
позволяет определить яркость и контраст каждого пикселя. Для улучшения качества визуализации нахо-
дят применение специальные фильтры [14, 15], а для визуализации нестационарных течений – подвиж-
ные текстуры [16] и методы объемного рендеринга [17]. 

В настоящей работе обсуждаются подходы к визуализации вихревых течений, основанные на ис-
пользовании градиентов основных и производных скалярных и векторных полей. Идентификация вихрей 
проводится по признаку распределения различных величин (нормированная спиральность, критерий Q, 
критерий λ2, критерий Δ) в области формирования вихревой линии или вихревой области течения. На осно-
ве вторичных векторных и скалярных полей создаются геометрические объекты (линии уровня, изоповерх-
ности), дающие представление о вихревой структуре потока. Приводятся примеры визуального представ-
ления решений ряда задач газовой динамики, связанных с расчетами течений в струях и кавернах. 
 

Методы визуализации вихревых течений 
 

Вихрь определяется как область течения, в которой существует значительный уровень завихренно-
сти, или как область течения, в которой линии тока являются замкнутыми или спиралевидными [18–20]. 
В другом подходе для определения центра вихря находится минимум давления [21]. Приведенные опре-
деления не являются универсальными, и имеются простые примеры вихревых течений, противоречащие 
этим определениям [18–21]. 

Существуют различные подходы к визуализации вихревых течений, использующие то или иное 
определение вихря и критерии его идентификации, в частности, метод спиральности (helicity method) 
[22], метод параметра закрутки (swirlparameter method) [23], методы, основанные на использовании кри-
терия Q [24], критерия Δ [25] и их модификаций [26], λ2-метод (λ2-method) [20], метод предиктора–
корректора (predictor–corrector method) [27], метод собственных векторов (eigen vector method) [28], ме-
тод параллельных векторов (parallel vector method) [29], метод максимальной завихренности (maximum 
vorticity method) [30], метод линий тока (streamline method) [31], комбинаторный метод (combinatorial 
method) [32]. Классификация методов визуализации вихревых течений, данная в таблице, проводится в 
зависимости от того, каким способом определяется вихрь (в области или на линии), является ли метод 
инвариантным по отношению к преобразованию системы координат, носит подход локальный или гло-
бальный характер. 
 

Метод Область/Линия Инвариантность Локальный/Глобальный 
Метод спиральности Линия Нет Локальный 
Метод параметра закрутки Область Нет Локальный 
Метод λ2 Область Да Локальный 
Метод предиктора–корректора Линия Да Глобальный 
Метод собственных векторов Линия Нет Локальный 
Метод параллельных векторов Линия Нет Локальный 
Метод максимальной завихренности Линия Да Локальный 
Метод линий тока Область Нет Глобальный 
Комбинаторный метод Область Нет Локальный 

 

Таблица. Методы идентификации вихревых течений 
 

Вихрь определяется либо линией (определение вихря дает положение его центра), либо областью 
течения (определение вихря позволяет определить узлы или ячейки сетки, занятые вихрем). На практике 
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методы идентификации вихрей в области течения или ее части оказываются легче реализуемыми, не тре-
буя нахождения точек пересечения вихревых линий с ячейками сетками. 

В большинстве подходов предполагается, что течение либо является стационарным, либо вихри 
перемещаются со скоростью, много меньшей средней скорости движения частиц жидкости. Для иденти-
фикации вихрей в нестационарном поле течения необходимо, чтобы метод удовлетворял условию инва-
риантности (Galilean invariance). 

Процесс идентификации вихрей носит локальный или глобальный характер. Локальные методы 
используют информацию из некоторой окрестности ячейки сетки (подходы, основанные на преобразова-
нии тензора градиента скорости). В глобальных подходах для идентификации вихрей требуется перебор 
большого числа ячеек сетки (подходы, основанные на использовании линий тока или вихревых линий). 
 

Критерии идентификации вихрей 
 

В трехмерных течениях с гладким полем скорости v(x, t) критерием, инвариантным к преобразо-
ваниям, является тензор градиента скорости (velocity gradient tensor) [24]: 

ܬ ൌ ܞ ൌ ܵ Ω, ܵ ൌ
1
2
ሾܞ  ሺܞሻ∗ሿ, Ω ൌ

1
2
ሾܞ െ ሺܞሻ∗ሿ, 

где S – тензор скоростей деформаций (strain rate tensor), Ω – тензор завихренности (vorticity tensor). Звез-
дочка относится к сопряженному тензору. 

Одним из критериев, используемых для идентификации вихревых течений, является Q-критерий 
(Q-criterion), предложенный в работе [24]: 

ܳ ൌ
1
2
ሺ|Ω|ଶ െ |ܵ|ଶሻ. 

Вихрь определяется как область течения, в которой выполняется неравенство Q > 0 (область тече-
ния, в которой норма тензора завихренности превышает норму тензора скоростей деформаций, а враще-
ние доминирует над вязким сдвигом). 

Дельта-критерий (Δ-criterion), предложенный в работе [25], дается соотношением 

∆ൌ ൬
ܳ
3
൰
ଷ

 ൬
detܞ
2

൰
ଶ

. 

Вихрь определяется как область течения, в которой выполняется неравенство Δ > 0 (тензор гради-
ента скорости имеет комплексные собственные числа). В этой области вращение (антисимметричная 
часть тензора градиента скорости) доминирует над растяжением или сжатием (симметричная часть тен-
зора градиента скорости). 

Для визуализации вихревых линий используется нормализованная спиральность (normalized 
helicity) [22], представляющая собой косинус угла между векторами скорости и завихренности (в крити-
ческих точках спиральность не определяется): 

ܪ ൌ
ܞ ∙ 
|||ܞ|

. 

где ܞ – скорость, 	– вихрь скорости. В окрестности центра вихря угол между векторами скорости и за-
вихренности является малым. В предельном случае, когда вектора скорости и завихренности коллинеар-
ны, нормализованная спиральность равняется ±1, а линия тока, проходящая через такую точку, имеет 
нулевую кривизну (прямая линия). Знак спиральности показывает направление вращения вихря по от-
ношению к направлению потока (по часовой или против часовой стрелки). 

Метод параметра закрутки использует связь между вращательным движением и существованием 
комплексных собственных значений тензора градиента скорости [23]. Параметр закрутки (swirl 
parameter) вводится как отношение времени движения жидкой частицы через область с комплексными 
собственными числами тензора градиента скорости (convection time) ко времени, необходимому для воз-
вращения частицы в позицию с тем же самым значением угловой координаты (orbit time): 

τ ൌ
ݐ
ݐ
, ݐ ൌ

2π
|Imሺλሻ|

, ݐ ൌ
ܮ
|ܞ|

, 

где Im( )c  – мнимая часть комплексно-сопряженной пары собственных значений тензора градиента ско-

рости; L – характерный линейный размер области; cv  – скорость пересечения области. При τ→0 частица 

жидкости пересекает область течения слишком быстро для того, чтобы быть захваченной вихрем. Нену-
левые значения параметра закрутки соответствуют вихревым областям потока. Выбор характерного ли-
нейного размера в трехмерном случае представляется неоднозначным. 

В работе [20] для идентификации вихрей применяется критерий 2  ( 2 -criterion), основанный на 

разложении тензора градиента скорости на симметричную и антисимметричную компоненты. Тензор 
S2+Ω2 является симметричным и имеет вещественные собственные числа ( 1 2 3     ), два из которых 

отрицательны. Область вихревого течения определяется как область, в которой 
λଶ൫ܵଶ Ωଶ൯ ൏ 0, 
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где 2  – собственное число тензора. При адиабатических условиях данный критерий гарантирует мгно-

венный минимум давления в двумерном течении [18]. Применение критерия затрудняется в том случае, 
когда в области, занятой жидкостью, присутствуют несколько индивидуальных вихрей. 

В двухшаговом подходе, предложенном в работе [27], предполагается, что вихревое движение 
поддерживается градиентом давления, а для идентификации вихрей используется вектор завихренности. 
На шаге 1 производится предварительный поиск вихревых образований вдоль вихревых линий, а на ша-
ге 2 осуществляется корректировка полученных данных, основанная на поиске локального минимума 
давления. В качестве исходных точек для поиска вихревых линий выступают узлы сетки, в которых име-
ет место низкий уровень давления и высокий уровень завихренности (на практике существуют узлы, 
удовлетворяющие обоим критериям, но не являющиеся вихревыми образованиями). 

Метод собственных векторов, предложенный в работе [28], основан на теории критических точек. 
Собственные числа и собственные вектора тензора градиента скорости, рассчитанные в окрестности кри-
тической точки, определяют локальную картину течения около этой точки. Поскольку имеются закручен-
ные течения, не содержащие критических точек, то вектор скорости проектируется на плоскость, нор-
мальную к направлению собственного вектора тензора градиента скорости, соответствующего вещест-
венному собственному значению. Предполагается, что два других собственных значения образуют ком-
плексно-сопряженную пару или принимают нулевые значения. В случае их равенства нулю критическая 
точка становится центром вихря. 

Метод параллельных векторов, являющийся развитием метода собственных векторов и предло-
женный в работе [29], представляет собой метод высокого порядка для нахождения вихревых линий. 
Вихревая линия представляет собой множество точек {x:  v(x)×w(x)=0}, в которых вектор скорости па-
раллелен вектору w. Вектор w определяется второй производной от вектора скорости по времени и нахо-
дится из соотношения 

 ൌ
݀ଶܞ
ଶݐ݀

ൌ
݀ሾሺܞሻܞሿ

ݐ݀
ൌ ሺܞሻሺܞሻܞ   ,ܞܞܶ

где T – тензор размера 3×3×3. Данный подход позволяет идентифицировать медленно вращающиеся 
вихревые образования с криволинейными границами, типичные для течений в компонентах газовых тур-
бин. Во избежание колебаний решения, возникающих в результате расчета производных высокого по-
рядка, используется пост-сглаживание поля скорости [29]. 

В работе [30] для определения центра вихря используется локальный максимум величины завих-
ренности в плоскости, нормальной к вектору завихренности. Такой подход приемлем для визуализации 
свободных сдвиговых течений, но не свободных сдвиговых слоев, в которых имеет место высокий уро-
вень величины завихренности, но ее локальный максимум отсутствует. 

Метод линий тока, реализованный в работе [31], основан на методе угла намотки (winding angle 
method). Угол намотки линии тока αw представляет собой меру общего изменения направления сегментов 
линии тока 

α௪ ൌ ∠ሺܘିଵ, ,ܘ ାଵሻܘ
ேିଶ

ୀଵ

, 

где ܘ – координаты точки на линии тока; N – общее число точек на линии тока. Под ∠ሺିܘ, ,ܘ -ାሻ поܘ
нимается угол между двумя сегментами линии тока, ограниченными точками ିܘ, ܘ и ܘା. Угол счита-
ется положительным в случае вращения против часовой стрелки и отрицательным – в случае вращения 
по часовой стрелке. Вихри существуют в области, где αw > 2π, по крайней мере, для одной линии тока. 

В комбинаторном подходе, предложенном в работе [32], используются идеи комбинаторной топо-
логии. Для нахождения центров вихрей к векторному полю скорости применяется лемма Спернера 
(Sperner's lemma). Подход позволяет найти ячейки сетки, содержащие критические точки [25]. Произво-
дится маркировка вектора скорости в каждой ячейке сетки. Для этого оцениваются изменения направле-
ния вектора скорости в узлах каждой ячейки (например, для сетки с прямоугольными ячейками исполь-
зуются 4 узла). Ячейка сетки относится к области вихревого движения, если в каждом узле вектор скоро-
сти имеет уникальное направление или удовлетворяет некоторому критерию разворота потока. В трех-
мерном случае в каждой ячейке сетки строится локальная плоскость вихревого движения, и векторы ско-
рости в узлах ячейки проектируются на эту плоскость. 
 

Примеры визуализации вихревых течений 
 

Приводятся примеры визуального представления ряда численных решений задач газовой динами-
ки, основанные на различных критериях идентификации вихрей. Для визуального представления резуль-
татов численного моделирования применяется парадигма графического программирования и виртуаль-
ная среда COVISE (Collaborative Visualization and Simulation Environment), развитая в центре высокопро-
изводительных вычислений университета Штутгарта (High Performance Computing Center, University of 
Stuttgart). Приложение, реализующее визуализацию той или иной задачи, представляется в виде сети, 
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звеньями которой являются модули, каждый из которых предназначен для решения специфической зада-
чи (например, модуль перевода данных из одного формата в другой). Взаимодействие между модулями 
осуществляется при помощи входных и выходных портов (прием и передача данных). 

Течение в каверне с подвижной верхней стенкой. Рассмотрим нестационарное изотермическое 
течение вязкой несжимаемой жидкости в кубической полости со стороной L = 1 м, которое индуцируется 
движением с постоянной скоростью U = 1 м/с ее верхней грани. Число Рейнольдса рассчитывается по 
длине стороны каверны и скорости верхней стенки Re = UL/. Расчеты проводятся для жидкости с 
плотностью  = 1,2 кг/м3 и молекулярной вязкостью , соответствующей заданному числу Рейнольдса. 
Считается, что в начальный момент времени жидкость покоится (u=v=w=0, p = 105 Па). На стенках ка-
верны выставляются граничные условия прилипания и непротекания. Расчеты течения в кубической ка-
верне проводятся на сетке 813 при Re = 0–2000. 

Задача о течении в кубической каверне с подвижной верхней стенкой служит для тестирования и 
сравнения различных методов дискретизации уравнений Навье–Стокса [33], а основные структурные 
особенности течения в каверне присущи и другим отрывным течениям в более сложной геометрии [34]. 
При этом следует отметить, что выявление типа особых точек вихревого течения обычно производится на 
основе визуализации картины растекания жидкости по стенкам каверны. В настоящей работе для иссле-
дования вихревой структуры потока в кубической каверне и классификации типа особых точек использу-
ются методы визуализации и методы качественной теории обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Течение в окрестности критической точки характеризуется собственными значениями и собствен-
ными векторами тензора градиента скорости. Тип особой точки зависит от характера поведения фазовых 
траекторий в ее окрестности и определяется корнями характеристического уравнения. Возможны сле-
дующие случаи. 
1. Если все корни вещественные и отрицательные, то имеется устойчивый узел. При положительных 

значениях корней получается неустойчивый узел. 
2. Если все корни вещественные, но имеют разные знаки, то получается седло. Через седло проходят 

только две интегральные кривые – сепаратрисы. 
3. Если имеется пара мнимых сопряженных корней 1,2 =   i, 3  R, то получается либо узло–фокус 

(если  и 3 – одного знака), либо седло–фокус (если  и 3 – различного знака). 
Визуализация поверхностной картины течения жидкости и анализ топологических характеристик 

вихревого течения (положение критических точек и вихрей, скорость растяжения/сжатия вихрей, ско-
рость их дрейфа, максимальное значение завихренности) представляют собой мощное и эффективное 
средство исследования вихревых течений. Границы трехмерных отрывных зон связаны с начальной 
структурой сингулярных точек. В отличие от трехмерного течения, в двумерном течении в критической 
точке напряжение трения равняется нулю. В трехмерном случае линии тока могут сходиться или расхо-
диться из точки (точки присоединения или отрыва потока), раскручиваться или закручиваться спиралью 
около точки (фокусы), сходиться или расходиться из линии (линии присоединения или отрыва потока). 
Узловые точки представляют собой стоки или источники поверхностного трения. 

Картины растекания жидкости по стенкам каверны, полученные для различных чисел Рейнольдса, 
показывают наличие особых точек типа фокуса, центра и седла, а также линий стекания и растекания 
жидкости (рис. 3). Обозначения граней каверны поясняет фрагмент (рис. 3, е). В соответствии с теоремой 
Пуанкаре–Бендиксона имеет место связь между типом и числом особых точек: ∑ܰ െ ∑ܵ ൌ 2, где N со-
ответствует узлу или центру, а S – седловой точке. В частности, для каверны ∑ܵ ൌ 10 и ∑ܰ ൌ 12, сле-
довательно, ∑ܰ ൌ ∑ܵ  2. 

Данные численного моделирования показывают существенное влияние пространственного харак-
тера движения жидкости на вихревую структуру потока. Уменьшение влияния вязкости приводит к за-
метной интенсификации вихревого течения в каверне, перемещению центра крупномасштабного вихря к 
ее геометрическому центру, а также к увеличению размеров вторичных угловых вихрей. Максимальные 
скорости возвратного течения оказываются ниже по сравнению с двумерным вариантом вследствие при-
тормаживающего влияния боковых стенок. Структура первичного и вторичного вихрей в серединном се-
чении кубической каверны носит пространственный характер, указывая на массоподвод в ее центральной 
зоне и на массоотвод в угловых областях каверны. 

На дне каверны (рис. 3, в) развитие картины растекания с ростом числа Рейнольдса сопровождает-
ся ослаблением влияния боковых стенок и превращением источника жидкости при Re = 400 в линию рас-
текания при Re = 1000 (точка 11). Указанный источник образуется в результате присоединения отрывного 
потока в серединной части каверны к ее донной грани. При увеличении числа Рейнольдса точка 11 сме-
щается в направлении геометрического центра данной грани. Отрыв придонного потока у передней стен-
ки каверны генерирует дополнительный источник (точка 6). По мере возрастания числа Рейнольдса (при 
Re > 1000) источник превращается в линию растекания. Вблизи ребра выше по потоку имеются седловая 
точка (точка 18) и источник жидкости (точка 21). 
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Взаимодействие потоков, истекающих от указанных источников вдоль днища каверны, происходит 
по линии растекания жидкости. Следствием этого взаимодействия является образование двух симмет-
ричных периферийных стоков (точки 16 и 17) и седловых точек (точки 12 и 13) на дне каверны. По мере 
роста числа Рейнольдса эти точки перемещаются в окрестность ребер боковых граней и смещаются 
вверх по потоку. 
 

 
                             а                                                          б                                                       в 

 
                             г                                                          д                                                       е 

 

Рис. 3. Картина растекания жидкости по стенкам каверны при Re = 1000: а, д – боковые стенки;  
б, г, – грани, расположенные выше и ниже по потоку соответственно; е – обозначение граней  

(□ – седловая точка, • – устойчивый узел, ∘ – неустойчивый узел, ▪ – устойчивый фокус) 
 

При Re = 400 на дне каверны формируется серединная зона квазидвумерного отрывного течения. 
При Re = 1000 в этой области линии тока параллельны почти на половине днища. Дальнейшее возраста-
ние числа Рейнольдса Re = 2000 приводит к искривлению линий тока в центральной части рассматривае-
мой грани. 

Течение жидкости по грани, расположенной выше по потоку (рис. 3, б) в целом определяется увле-
кающим воздействием подвижной стенки. С ростом числа Рейнольдса происходит перестройка течения – 
источник (точка 6) преобразуется в линию растекания. Седловая точка (точка 5) с ростом числа Рей-
нольдса смещается в направлении геометрического центра грани. При этом точки 1–4 отодвигаются от 
днища каверны. 

Движение жидкости по грани, расположенной ниже по потоку (рис. 3, г), обусловлено взаимодей-
ствием с этой стенкой сдвигового потока, сформировавшегося под влиянием движущейся с постоянной 
скоростью верхней крышки. В связи с этим линии тока практически параллельны боковым стенкам на 
большей части рассматриваемой грани в направлении дна каверны. Однако вблизи днища возникает ис-
точник (точка 22), индуцированный перетеканием жидкости со дна каверны на заднюю стенку. Взаимо-
действие этого источника с набегающим сверху потоком происходит по линии растекания, которая с рос-
том числа Рейнольдса становится параллельной дну. 

На боковых стенках каверны (рис. 3, а, д) реализуется закрученное течение жидкости со стоком 
(точки 23 и 24) из центральной части структуры. С увеличением числа Рейнольдса эта структура пере-
мещается к геометрическому центру боковой грани. Также на каждой боковой грани каверны вблизи ее 
днища можно заметить наличие других особых точек – двух узлов (точки 9, 19 и точки 10, 20) и одной 
седловой точки (точки 14 и 15). Расположение указанных точек претерпевает относительно слабое изме-
нение при увеличении числа Рейнольдса (они сдвигаются выше по потоку и приближаются к днищу ка-
верны). Вблизи ребра каждой боковой грани, расположенного выше по потоку, имеется еще по одной 
седловой точке (точки 7 и 8). 

Течение в свободной струе. Проводится моделирование крупных вихрей течения в свободной 
неизотермической струе, истекающей из круглого сопла в затопленное пространство или спутный поток 
[35] (используется подсеточная модель Смагоринского). Начало системы координат располагается на 
срезе сопла. Положительный отсчет координаты x ведется в сторону распространения струи. В качестве 
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характерных масштабов для переменных с размерностью длины принимается радиус выходного сечения 
сопла ra, а для переменных с размерностью скорости и температуры – скорость ua и температура Ta газа 
на срезе сопла. Окружающая среда имеет температуру T∞. Течение в струе характеризуется параметром 
подогрева ϑa = Ta/T∞ и степенью турбулентности θa на срезе сопла. 

Параметрам задачи присваивались следующие значения: ra = 5 мм, ua = 80 м/с, ρa = 0,58 кг/м3, 
Ta = 600 К, ρ∞ = 1,26 кг/м3, T∞ = 300 К. Параметры на срезе сопла соответствуют числу Рейнольдса 
Re = 1,2×105. Сетка содержит 350×150×150 ячеек. Расчеты проводятся в области, длина которой состав-
ляет Lx = 100ra, а ширина и высота во входном и выходном сечении – Ly = Lz = 10ra и Ly = Lz = 40ra. На 
начальном участке струи шаг по переменной x полагается постоянным до x = 10ra, а затем постепенно 
увеличивается по закону геометрической прогрессии. В поперечном сечении сетка сгущается к кромкам 
сопла. 

Вихревую структуру струи показывает рис. 4. В сдвиговом слое струи присутствуют крупномас-
штабные вихревые структуры в форме тороидальных осесимметричных вихрей, зарождающихся на не-
котором расстоянии от среза сопла (порядка одного–двух его диаметров). В области начального участка 
характерный размер вихревых структур является достаточно малым. Вниз по потоку от начального уча-
стка характерный размер вихревых структур увеличивается, а обмен количеством движения между стру-
ей и окружающей жидкостью интенсифицируется. Контуры когерентной структуры представляют собой 
эллипсы, что означает анизотропию турбулентных пульсаций. Генерация вихрей связана с неустойчиво-
стью типа Кельвина–Гельмгольца сдвигового слоя. Максимумы и минимумы завихренности приблизи-
тельно соответствуют центрам вихрей. 
 

 
                                                 а                                                                                     б   

 
                                               в                                                                              г 

 

Рис. 4. Визуализация вихревого течения в струе на основе изоповерхностей максимальной завихренности 
(а), спиральности (б), критерия Q (в) и критерия λ2 (г). Длина области составляет 40ra, а ширина – 8ra 

 

Заключение 
 

Трехмерность моделируемого нестационарного процесса создает существенные трудности для ви-
зуального представления результатов, особенно при использовании неструктурированных сеток. Комби-
нированный подход к созданию иллюстраций в вычислительной газовой динамике, основанный на раз-
личных критериях идентификации вихревых структур, с привлечением методов, разработанных в тради-
ционной иллюстративной графике, обладает большим потенциалом для придания графической вырази-
тельности сценам визуализации. 

Для выявления вихревых структур производится поиск областей течения, удовлетворяющих тому 
или иному критерию, и применяются различные подходы к идентификации вихревых зон потока. На ос-
нове вторичных полей создаются геометрические объекты (изоповерхности, связанные с векторными и 
скалярными величинами), дающие представление о вихревой структуре потока. 

На основе численных расчетов и качественной теории дифференциальных уравнений найдены 
особые точки вихревого течения жидкости в кубической каверне, определен их тип и местоположение в 
зависимости от числа Рейнольдса. Проведен анализ вихревой структуры течения в свободной неизотер-
мической струе, истекающей в затопленное пространство. 
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